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THEORIE DER SONNENFINSTERNISSE, 

DER DURCHGÄNGE 

DER ENTEREN PLANETEN VOR DER SONNE 

UND DER 

STERNBEDECKUNGEN FÜR DIE ERDE ÜBERHAUPT. 

VON .1. A. GRÜNERT, 

CORRESPONDIRENDEM MITGL1EDE DER KAISERLICHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN. 

(VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM XII. OCTOBER MDCCCLIV.) 


Erstes Capitol. 

Über die Ebene, welche durch eine der Lage nach gegebene gerade Linie im Raume geht. 


I. 


Wenn die der Lage nach gegebene gerade Linie durch zwei gegebene Punkte im Raume 

bestimmt ist. 


§• '• 

Ein rechtwinkliges Coordinatensystem der xyz zu Grunde legend, wollen wir die Coordinaten der beiden 
gegebenen Punkte, durch welche die Luge der gegebenen geraden Linie im Raume bestimmt wird, durch 
/', g, h und f t , g t , ä, bezeichnen, und wollen nun zuerst die Gleichung der durch diese beiden Punkte und 
den Anfang der Coordinaten gehenden Ebene suchen, welche bekanntlich im Allgemeinen die Form 

1) 3Lr + »y + es = 0 

hat. 

Da diese Ebene durch die beiden Punkte (fgh) und (f i g l h l ) gehen soll, so haben wir die beiden 
Gleichungen 

31 /* + % + 6 /( = 0 , 

31 fi + &gt + Mi=0i 

aus denen sich leicht 

O/i— fki) 31 — {gK—hgd » = 0, 

Ve.-sfO ®—W.-A) e = o, 

GA— hi,) 6 — Un, — ///'.) si = o 
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oder 


(hf ,-/■/'.) 21 = 0^ — %,) 93, 

(ft,-«/•,) 8 = W. —A) 6 . 

0*1 — ft,) ® = (fti — 9 f ,) si , 

ergiebt. Bezeichnen wir jetzt die Gleichungen der Projeetionen der dureli die beiden Punkte (/*g h ) und 
(/i //i ) gehenden geraden Linie auf den Ebenen der .i;?/, 3 / 2 :, respeetive durch 


«i* + ® t y + e. = o, 

2 t, y -f 93,2: + 60 = 0 , 
%z + 93a a;+ 6 3 = 0 ; 

so ist 

Sli / 1 + 93,# + 6 , = 0 , 
21 ,# + © 2 h + 62 = 0 , 

3W4- S 3 /-+ 63 = 0 

und 

%fi + S3,#, + 6 , = 0 , 
“I - 33 2 //, “L 62 = 0 5 
'(,i A, 4 " 33 3 f 1 4 " d 3 = 0 ; 

also, wie inan hieraus leicht findet: 


(ffft — 9 fd 5l < — in — 9d ®i = 0 , 
igh 1 - hg,-) % — (h — />,) d 2 = 0 , 

(.hfi —f/h) % — (f— fd 63 = 0 

mul 

(f9i-9fd 33, + (f~fd 6 . = 0, 

0^1 — Ä#,) SB, + (# — g ,) G ä = 0 , 

(hfi — f hf) 93 3 + (h — h,) d s = 0 , 

so wie 

(h f, - fhi) 2t, - (#Ä, — hg,) 93, + (h — hi) d, = 0 , 

(fffi ~ 9 fd 3l s — (Ä/t — /*/-,) 93 2 + (f—fd e 2 = 0, 

(-7^, — %,) 2t 3 — (/#, — 9 ff) S3 3 + 0 — #,) d 3 = 0. 

Wäre nun zugleich 

/>i — -7/i = 0, ghi — ligi = 0, hf—fhi = 0, 
so wäre nach den vorhergehenden Gleichungen: 

(/■— /.) e, - o — 5-0 e, = (ä - /.,) e, = 0 , 

(f — fi) d 2 = (# — #,) 6, = (// — A,) 6, = Ü , 

(/•—/’.) d 3 = (g — gf) d 3 = (h — hi) d 3 = 0 . 

Fallen also, was hier nothwendig vorausgesetzt werden muss, die beiden Punkte {fg/i) und (/i^Aj) 
nicht zusammen, so ist nicht zugleich 


folglich nach dem Obigen: 


f — f, = 0, g — #, = 0, /;—//, = 0 ; 

6 , = 0 , d 2 = 0 , 63 = 0 ; 


also sind die Gleichungen der Projeetionen der dnreh die beiden Punkte (fgh) und (/”,#,//,) gehenden 
geraden Linie auf den Ebenen der xy , yz, zx respeetive: 
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21,#+ ®,y = 0, 
2^2 y + ®2 - = 0 , 
3(3 z -j- S?3# = 0 ; 


woraus sich ergiebt, dass unter der gemachten Voraussetzung, — unter der Voraussetzung nämlich, dass 
zugleich 

fffi — fffi = 0 > 9 h i — h 9\ = 0 » h fi —ßt = 0 
sei. — diese drei Projectionen durch den Anfang der Coordinaten gehen, und dass also unter der in Rede 
stehenden Voraussetzung auch die durch die beiden Punkte (/Y//z) und der Lage nach bestimmte 

gerade Linie selbst durch den Anfang der Coordinaten geht, ein specieller Fall, den wir von allen unseren 
folgenden Betrachtungen aussehliessen werden, und desshalb auch zu der Annahme berechtigt sind, dass 
nicht zugleich 

fffi - fff'i = 0. gh I — hffi = 0 * hfl—fhi = 0 
sei. 

Nehmen wir nun beispielsweise an, dass nicht 


sei, und setzen 


f9t—gfi = 0 




wo X einen gewissen Factor bezeichnet, so ergiebt sich ans der zweiten und dritten der drei folgenden aus 
dem Ohigen bekannten Gleichungen: 

(.hfi — ///,) 51 = (gh, — hgf) 93 , 

(fgi—gfi) 33 = (hfi —f h t ) <$■ , 

(ghi — hff,) e = (/*< 7 , — <//*,) 5 1 

auf der Stelle: 

33 = X (hfi— /»,), W = l(gh l — hg l )-, 

also überhaupt: 

2t = X( ghi — hgf), ® = X(Ä fi-fhi), 6 = X (fffi — fff). 

Ware nun X = 0, so wäre 

3t = ü , 33 = 0, s = o, 


was offenbar ungereimt ist, so lange, wie wir hier natürlich annehmen, die Gleichung 

3Lt + 33^ + (S; = 0 

irgend einer bestimmten Ebene entspricht, indem natürlich die Gleichung 

0..i’-|-0.y + 0.z = 0 0 der 0 = 0 

eine bestimmte Ebene gar nicht charakterisiren kann. Also ist nicht X = 0 , und weil nun nach dem Obigen 
die Gleichung der durch die Punkte (fgh) und (/*i#i/'i) und durch den Anfang der Coordinaten gehenden 
Ebene, d, h. die Gleichung der Ebene, welche durch die gerade Linie, deren Lage durch die Punkte 
(fgh) und ^f { g { hf) bestimmt wird, und durch den Anfang der Coordinaten geht, 

x (ffhi — hff ,) x + X (hf —/•//,) y + X (f ffl —gfi) % = <» 

ist, so ist diese Gleichung, wenn man durch das nicht verschwindende X dividirt: 

2 ) (ffhi — hgf) x + (hf —fhf) y + (fg { — gf i) z = 0, 
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und es kann daher 

3) 21 = <7/*, — hg t , SB = ///l — /*/f,, (i=fg l —gf i 

gesetzt werden. 

Weil die in Rede stehende Ebene durch die Punkte (fgfi) und (f i g l h i ') geht, so hat man nach 2) die 
beiden folgenden Relationen: 

j f (ü h i — h 9i) + 9 ( h f —ß i) + h (f9i — 9fi) = 0 > 

( fi (jjh i — l>9i) + 9i ( h fi —ß i) + h i (f9i ~9fd = 0 ! 

deren Richtigkeit übrigens auch sogleich ganz von selbst in die Augen fällt, und die Gleichung unserer 

Ebene kann daher auch unter einer der beiden folgenden Formen dargestellt werden: 

r , j (jjlh — hgf) (x—f) + 0 h fi —ff>i) ( V — 9 ) + if 9 1 ~ 9 fi) (« — //•) = 0, 

1 ( ght-hgü (x—fd + (hf -/•//,) (y-gd + (fg,-gf) (* — A.) = 0. 


§. 2 . 


Die Gleichung einer anderen beliebigen Ebene, welche durch die gerade Linie, die der Lage nach 
durch die beiden Punkte (fgh) und (/V/ ( //|) bestimmt wird, gelegt ist, aber nicht durch den Anfang der 
Coordinaten gebt, sei 

6) Ax + By + Cz + D = 0. 


Weil nach der Voraussetzung diese Ebene nicht durch den Anfang der Coordinaten geht, so ver¬ 
schwindet D nicht, und wir können also vorstehende Gleichung unter der Form 

7) x + T) V + 77 s "t" ^ ^ 

oder, wenn der Kürze wegen 

A Ii C 

0 U = D’ V== D ’ W =D 

gesetzt wird, unter der Form 

8) ux + vy + wz -(-1=0 

darstellen. Weil die in Rede stehende Ebene durch die Punkte (fgh) und (f i g l h() geht, so haben wir 
die beiden Gleichungen: 

| uf + iuj + wh + 1 = 0 , 

I vfi + v 9i + ,v h i +1=0; 

und können also die Gleichung unserer Ebene auch unter einer der beiden folgenden Formen darstellen: 


j u (x—f) + v (y g ) + w (s — // ) = 0 , 
/ u (x—ff) + v (y — g t ) + w (z — h t ) — 0. 


Dringen wir die drei Gleichungen 8) und 9) auf die Form: 

f v + g v + // w + 1=0, 
f t u + giV + h { w +1=0, 
x u + yv + z w + 1=0 

und multipliciren dieselben dann nach der Reihe mit 

g,z — h,g, hg — gz, gh % — hg 
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so erhalten wir: 

/‘Oi- — %) « + ü Oi~ — l h!l') v -f h (g t • hiy) w + /y,2 — /<j7/ = 0, 

/j(7'y — « + '/i<7'y — </0 y + //,(/^ — </~)»» 4 !>y —g* =0, 

v(ß />I — « +Z/ — v + 1 G//'| — hgd IV + <7Ä, — hff t = 0. 

Addircn wir nun diese drei Gleichungen zu einander, so ergiebt sich: 

11 ) (////( — /'//, ) UX 

4 {h—h , + (Jifi fhf) u\y 

I// — //i — (f‘h — g* 

4 gih—hgt 

welches die Gleichung unserer Ebene sein wird. Daher können wir setzen: 

A = (///;, — ////,) ti, 

B= (4 — //,) + (///•,—/•/.,) «, 

) c = ~ 0/—gi) + (fgt—gfd « , 

[D= (/hi — h ff t . 

Dass die Gleichung 11 ) und die Ausdrücke 12 ) die willkürliche Grösse n enthalten, entspricht ganz 
der Natur der Sache, da ja unsere Ebene, ausser dass sie durch die beiden Punkte (fgh) und (figilif) 
und nicht durch den Anfang der Coordinaten gehen soll, sonst ganz willkürlich ist. 

Übrigens erhellet auf der Stelle, dass man die Gleichung unserer Ebene auch unter einer der beiden 
folgenden Formen darstellen kann: 

13 ) (fflti — hgf) n (./: — f) ) 

+ 4 (hf —ßt)"](g—g) ! = o 

— \g—g t — (fgt—gft)" \ ß — h) , 

und 

14) {gi>t — hgd" O—/j) 

4 \h — h t + (h f — /'//,) II \(ff — //,) 

— \g—gt — (fgt — <///,) «}(* — a,) 




§• 3 . 

Bezeichnen wir jetzt den Winkel, welchen die im vorhergehenden Paragraphen betrachtete 
Ebene C) mit der durch die Punkte (/////) und (/i g\ h \) und den Anfang der Coordinaten gelegten Ebene 
einsehliesst, ohne für jetzt eine Bestimmung zu geben, wie dieser Winkel genommen werden soll, im 
Allgemeinen durch to, und setzen der Kürze wegen 

T=%A + 23 Z? + (£C 
und 

P= 3 l 2 + 95 2 + Q = ^ + ß 2 + C 2 ; 

so ist nach einer bekannten Formel der analytischen Geometrie: 


Führt man aber für 


Denkschriften der mnthem.-naturw. CI. VIII. Bd. 


3 t, SB, <5 und A, B, C 


18 
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ihre Werthe aus dem Obigen ein, so erhält man: 

T=-{ (g-gö Cfa —ffft') — (ä — A.) (ä/1 — ßi) I 
+ {(f9i—9f\f + (.<//', — //, 7 , ) 2 + Wi — /Vi|)*}«, 
i*= if9\—9fi¥ + (tfA,— /i /7t ) a + W —/V/,)*, 

0= C'7-'/,) 2 + (A — A, V 

— ~{ (// — < 7 t) (/V/i —///'.) — (A — A,) (///', —/'//,)} « 

+ i (ZV. -<?/•. ) 2 + (///'. — + (a/ 1 . - rhy 


und setzt man nun noch der Kürze wegen 


so ist 
also 


u = (// — //,) (/V/i —9 fl) — (A — A|) (///•,—/•/;,); 
T = —U+Pu, Q = S— 2 Uu + Pu 2 ; 

, (17-P») 2 

tos U> — 


' P(S — 2Uu +Pti~) ’ 
und die Gleichung zur Bestimmung von ?« aus u> ist folglich: 

P(S— 2 + P M . 2 ) cos w 2 = (P— P «) 8 


oder 


also 


woraus 


folgt. Hieraus ergiebt sich 


p(S— 2 Uu + Pu 2 ) sin u > 2 = P ( 5 — 2 Uu + Pu 2 ) — ( U— Pu )\ 


P(S— 2 £f« + P« 2 ) $m u > 2 = PS— ü\ 


u _ PS— u s s 

P M P- SlU w a p 


U\Z PS - U~ 


i ?< -p) =- 


p- 


cot U) . 


Es ist aber, wie man leieht findet: 

PS— u 2 = (g - ffi y I (gh - hg ,) 2 + (V, — /'Al)*} 

+ (A — A ( ) 2 \Cf 9 i— 9 f\y 4 - igK-hgtf] 

+ ~ (g — <7i) (Ä — A,) {f9i—gfi){hfi —ß i) 

= C//A, — //</,) 2 {(/■—/.)* + {9 — 91Y + (A — /'i) 2 } 
— (/■-/•«)* (^A.-A^,)* 

+ I (</ — i/i) (A/i — /*A 1) + (A A1) (/’//i gl 1) }% 

also, weil offenbar die Relation 

(/■— fi){gh\ — A#,) + (9 — 9i)ßfi—ßi) + ß — h t )(fg t — gf i ) = 0 

Statt findet 1 ): 

PS — EP = (<///, — //^,) 2 { (/•— f,) 2 + O/ — </i) a + (A — A,) s }, 


i) Alle in dieser Abhandlung zur Anwendung kommenden Relationen sind in einem besonderen Anhänge zu derselben 
gestellt worden, und dort aufzusuchen, wenn sie gebraucht werden, was hier ein- für allemal bemerkt wird. 
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oder, wenn wir 
15 ) 


E=v Cf—fiT + IÖ-!hf + (Ä — A,)’ 


setzen, wo E die Entfernung der beiden Punkte ( fgh ) und (/i</ ( /<i) von einander bezeichnet: 


Daher ist nach dem Obigen: 


PS — U* = (<7 //, — //</,) 2 £ 3 . 

/ U\ s Car*, — 

l"—Pj =- 


i» 


rot W, 


woraus 


U sin co ± (gh x — Äfjfj) E cos w 
I* sin w 


folgt- 


Also ist nach 12 ): 

Setzt man jetzt überhaupt 

ir,) 


^4 = — %0 


U sin co ± (t/Aj — %,) E cos co 
P sin co 


u = 0/ — ,-7.) (/>/. — 7t/'i) — (A — !>d ( / '/‘j — A) ’ 
v — 0* — f>i) (///ß—/'</)) — (/'— /i) (/■'/. —///V), 
W r = if — ft) (J'f\ —/■/<!) —O — jfi) (jjhi—hgd'. 


so überzeugt man sieh leieht von der Richtigkeit der folgenden Relationen: 

( if—fi) p = (hfi — A) W— c fg . - <//*,) F, 

i T) ■ (g—gd p = (fg> — <7/0 e — (///'. — FvO >F 

( (A —//.) P= {ghy — hgd V - (///; - /V/j) F. 

Weil nach der dritten und zweiten dieser Relationen 


(/ , _ Ä ,) /»+ (/,/• _/■/,,) (J=(g/i, —// -/O F, 
— f/7 — /7i) P + (fg< — <7/0 U=ighi — h </0 w 


ist, so erhält man mittelst des obigen Ausdruckes von n und der Formeln 12 ), in Verbindung mit dem schon 
vorher gefundenen Wcrthe von A, leieht: 


0 = (///< i —!>gd 
B = (gh i -ltg l ) 

£ = (A— //<70 


U sin co ± (gh x — hg t ) E cos co 
P sin co 

V sin co ± (hf x —fh x } Ecos co 
co 

IF sm co ± (/'^j — g f x )E cos co 
Psin & 


D= ghi —hgr. 


wo natürlich die oberen und unteren Zeiehen sich auf einander beziehen- Offenbar ist es aber verstattet, 
aus diesen sämmtlichen Ausdrücken den gemeinscliaftliehen Faetor gh } — hg { wegzulassen, und dieselben 
dann sämmtlieh mit P sin co zu multipliciren, so dass man also kürzer auch setzen kann: 


18 ) 


A = U sin co + ((/h , — h fj { ) E cos co, 

B = V sin co ± (Jif x — f/i j ) E cos co , 

C = Wsin co + (/V/j — E cos co, 

D = P sin co. 


18 * 
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Dass nun aber hierunter auch Oer Fall begriffen ist, wenn die durch die Punkte (fgk) und (f { g { hf) 
gelegte Ebene durch den Anfang der Coordinaten geht, fällt auf der Stelle in die Augen, weil in diesem 
Falle sin co = 0, cos u) = ± 1 ist, also die Gleichung 

Ax -|- By -f - Cz D = 0, 
wo A,B,C,D die obigen Werthe haben, offenbar mit der Gleichung 

3U- + % + e» = o 

zusammenfällt, oder wenigstens sogleich in dieselbe übergeht, wenn man die Zeichen aller Glieder mit den 
entgegengesetzten vertauscht, was natürlich verstattet ist. 

Um nun aber alle Ebenen zu erhalten, welche sich durch die gerade Linie legen lassen, die durch 
die Punkte (fgh) und der Lage nach bestimmt wird, braucht man in den Formeln 18) den Winkel 

to nicht grösser als 180° werden zu lassen. Denn wenn man in diesen Formeln 180° + o) für cd setzt, 
so erhält inan: 

A = — U sin co + (/7Ä1 — hffi) E cos m, 

B = — Vsin tu + (hf { — fhf) E cos cd, 

C = — \V sin co + {fOi — fffi) E cos co, 

D = — P sin co ; 

was, da man A,B,C,D offenbar sämmtlich mit — 1 multipliciren kann, wieder dieselbe Ebene giebt, welche 

A = U sin co ± (///>, — hgf) E cos co, 

B = V sin co ± (hf\ — fh f) E cos co. 

C = Wsin co ± {fg x — gf^) E cos co, 

I) = P sin o) 

gaben. Setzt man aber ferner in den Ausdrücken 

A = U sin co + (gh 1 *— h gf) E cos co , 

B = V sin to + (A/i — fhf) E cos co , 

C—Wsin to + (fff, — fff,) E cos 10 
I) = P sin to 

180° — to für to, so erhalt man: 

A = U sin <0 — (// h , — // //, ) E cos u> , 

B = V sin to — (h/\ — f/i,) E cos to , 

C = XV sin to — (/V/, — g f,) E cos to . 

I) =: P sin to. 

Hieraus erhellet nun vollständig, dass es, um alle Ebenen zu erhalten, welche sich durch die Punkte 
( fgh ) und (fiffjif), oder durch die durch diese Punkte der Lage nach bestimmte gerade Linie legen lassen, 
völlig hinreicht, in den Formen 18) Idos die oberen Zeichen zu nehmen und to von 0 bis 180° wachsen zu 
lassen, oder diesen Winkel zwischen 0 und 180° zu nehmen. Wir wollen daher von jetzt an immer setzen: 

A = U sin to -|- (ff/i, — hg,) E cos to, 

B = V sin to + (/>/\ — ff'i) E cos 10 • 

C—W sin to -}- (ff/t — ///’i) E cos to . 

D = P sin to 

und to stets zwischen 0 und 180° nehmen. 
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Weil, wie man leicht findet: 

0 = (/'//. - i(/•-/•.) (/</-, — /*//,) - (</-«/,) («///, - /^,)l 
+ 0/A, —/*</,) \{g — od{f9i — gfd — (A—A,) (A/'i — /A,)} 

+ (A/i —/'Al) {(A—A,)0/A,— hgd — tr— /■) (fffi — tf/i)} > 

d. i. 

(<///,—//</,) u + (/#/; — /*/>,) r + (/•.</, — .?/;) ir= o 

ist, so ist 

yl 2 + p 2 + C* = (t / 2 + P + fr 2 ) sm CO 2 + PE-cos (« 2 . 

Aber, wie man leicht findet: 

u 2 + r 2 + fr 2 

= {(/•—/*0 2 + (v — //.) 2 + (k- K ) 2 } (/y/, - gftf — ih — hd'ifgi - 00 

+ {(/•-/•,) 2 + + (A — A,)*} {jghy — hgtf — V—ft'ight — lfgtf 

+ K/'—/i)' + 0/ - .V.) 2 + (A - A,) 2 } CA/*. - A) 2 - 0/ - <7,) 2 (A/i - [10 

— 2 (/*—/“,) ia — fh) 0/A, — Ai/,) (/i/\ —/•//,) 

— 2 Cv-.vO (A — Ä.) CA/*. — /A.) (/•</, - ///•,) 

— 2 (// — /<,) ([ — [,) (fg, — oft) 0/A, — A .</,) 

= jP ^_ {(/•_/*,) (. 9//1 — hg[) + (g — gd (A/,-/*A,) + (A — A,) tfgi — gfdW 


also, weil bekanntlich 


(/“—/1) (</A, —A#,) + iS — 0 d (A/i — /A,) + (A — A,) (/>i — .(7/i) = 0 

ist, 

t/ 2 + r 2 + ir 2 = P£ 2 , 

folglich nach dem Obigen: 

yl 2 4 . /p + P 2 = P £ 2 «/ R u ) 2 + P £ 2 cos co 2 , 

also 

20) A- + P 2 + C 3 = PE\ 


II. 


Wenn die der Lage nach gegebene gerade Linie durch einen gegebenen Punkt geht, und 

einer gegebenen geraden Linie parallel ist. 


Die Gleichungen einer durch den gegebenen Punkt (/////) gehenden geraden Linie, welche einer 
gegebenen geraden Linie parallel ist, haben im Allgemeinen die Form 


21 ) 


— /' _ y — y _ % — h 

COS \ COS fJL COS V 


wo die Winkel X, g, v durch die gegebene gerade Linie, welcher die durch die vorhergehenden Gleichungen 
eharakterisirte gerade Linie parallel ist, bestimmt und daher, eben so wie die Coordinaten /*, //, //, als 
gegeben zu betrachten sind. 
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Um mm diesen Fall auf den in I. betrachteten Fall zuriickzufiihren, wollen wir in der durch die 
Gleichungen 21) charakterisirten geraden Linie einen beliebigen Punkt (fifl t //,) annehmen, wo dann nach 


den in Rede stehenden Gleichungen 


f\ —f 


9i ~ d 


h t —h 


COS \ cos y. cos v 

ist. Weil aber/, ganz beliebig ist, so ist es gestattet, 

/, = / — cos X 

zu setzen. Dann erhält man aus den obigen Gleichungen überhaupt: 

f\ =f — cos X , oder f — /, = cos X , 
ffx = ff — cos [x, ff — ffx =; cosp, 

h { = h — cos v ; h — //, = cos v. 


Also ist: 


fgx— fl fl = f (fl — cos ! J ) ■ 

glt 1 — /'//i =9 (fl — cos v) 
/*/, — ///, =4 (/ — cos X) • 


- ff (/’ - COS X) = - (/ COS p - ff COS X ) , 

-h {ff — cos p) = — {ff cos v — h cos p), 
-/ (/> — cos v) = — (A cos X — f cos v) ; 


und folglich: 


u= (fl— flt) (ffli —flfl) — (fl — fli) (flfl — ff‘i) 

= — cos p {f COS p ff cos X) + COS V (A cos X — f cos v) 

= — f {cos p 2 + cos v 2 ) 4“ {ff cos p + h cos v) cos X 
= — / + (/ cos X + g cos p + ^ cos v) cos X , 

V= — (fi — f>i) (fl hi — hfli) — (/'— fi) (ffli — ff ft) 

= — cos V (// cos v — // cos p) 4- COS X (/ COS p - ff cos X) 

— — ff (cos X 2 4~ cos >;2 ) 4" (/* cos 'X 4~ h cos v) cos p 

— — 9 4“ (/ cos X 4- ff cos p + h cos v) cos p\ 

w= (f—fi) (hfl—ffli) —(fl—flt) (flhi—hflt) 

= — cos X (// cos X — f cos v) -f- cos P (/7 cos v — h cos p) 
= — h (cos X 2 -f- cos p 2 ) + (/ cos X + ff cos p) cos v 
= — h {f cos X -f- ff cos p 4 - h cos v) cos v. 


Hiernach ist also: 
22 ) 

Ferner ist 


U— — f+ (/' cos l 4" ff COS p 4' A COS v) cos X, 

l r = — 4- (/* cos X 4* ff cos p 4- /* cos v) cos p, 

ir=--// 4“ (/ cos X 4- <7 COS p + // cos v) COS V. 


r = (ffli —flfif + (j^i — hfl if + (hfl —fht)- 
= {f cos p — (j cos X ) 2 4“ (9 cos v —// cos p) 2 4" (A cos X — f cos v ) 2 
= f~ (cos p 2 4" COS v 2 ) + ff (cos X 2 + COS V 2 ) 4" A 2 (cos X 2 4- COS p 2 ) 
— 2 fff cos X cos p — 2 ff h cos p cos v — 2 /// cos v cos X, 

woraus sich mit Berücksichtigung der Relation 

cos X 2 4" cos p 2 4 - cos v 2 = 1 

auf der Stelle 

23) P = f 2 4“ // 4 - A 2 — (/ cos X 4 - ff cos p 4- A cos v ) 2 

ergieht. 
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Weil endlich 

ist, so ist nach dein Obigen 
also 

24) 


E 1 = (f—r,y + (ff-gtf + (A —AO* 
E 2 = cos X 2 + cos p. 2 + cos ? 

E= L 

5. 


Führt man nun die im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Ausdrücke in die Formeln 19) ein, 
so erhält man für die Coeffieienten A , />, C, /? der Gleichung einer jeden Ebene, welche sich durch die 
gerade Linie, die durch die Gleichungen 21) charakterisirt wird, legen lässt, die folgenden Ausdrücke: 


25) 


A = 

= -{ f- 

(f cos 

* + 

fl 

cos p. 4- 

h. 

cos v) 

cos X 

} sin to 






- (</ cos 

V 

— h cos p) 

cos to, 

n = 


(f cos 

* + 

0 

COS [Jt 4“ 

h 

cos v) 

cos jJt } sin to 






- (Jl cos 

\ 

— f cos v) 

cos to. 

c = 

= — { h — 

(f cos 

X + 

!i 

COS p. 4“ 

h 

cos v) 

COS V 

j sin to 






- ( f cos 


— g cos X) 

cos to. 

D = 

=r+/ 

+ /r- 

- (f COS 

X 4~ 0 COS [Jt 4- // cos v) 2 

j sin to. 


Nach 20), 23), 24) ist 

26) A 2 + B 2 + C 2 = F + g 2 + /r — {f cos X + g cos p + h cos v ) 2 - 
Auch erhält man leicht aus 25): 

A cos X -f- B cos p. 4- 6 r cos v 

= {/*COS X -]— 0 COS p. + // COS V COS X + o COS (Jt 4“ Ä cos v) (cos X 2 + CÖS p, 2 + cos v 2 )} SM CO 

— {Q/ cos v — 4 cos [Jt) oos X -j- (// cos X — /* cos v) cos [Jt 4- (f cos p. — g cos X) ros v} cos to, 
also offenbar, weil 

COS X 2 4- COS p . 2 4- COS V 2 = 1 

ist: 

27) A cos X 4- B cos p. 4- C cos v = 0. 

Weil nach 24) E = 1 ist, so ist der im vorhergehenden Paragraphen als Iliilfspunkt benutzte Punkt 
e * n Punkt in der durch die Gleichungen 21) charakterisirten geraden Linie, dessen Entfernung von 
dem Punkte {fgh) in dieser geraden Linie der Längeneinheit gleich ist. 


Zweites Capitel. 

Uber die Kegelfliichen, welche zwei Kugeln einhiillen. 

§• I- 

Wir wollen uns zwei Kugeln denken, deren Halbmesser /• und /•,, und deren Mittelpunkte respective 
durch die Coordinaten g, h und f \, g t , h t bestimmt sind, wobei wir, wie überhaupt in dieser Abhandlung, 
immer nur rechtwinklige Coordinaten zu Grunde legen. Zugleich wollen wir annehmen, dass r der 
Halbmesser der grösseren Kugel sei. Die Spitzen der die beiden Kugeln einhiillemlen Kegclflächcn wollen 
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wir im Allgemeinen durch @ und deren Entfernungen von dem Mittelpunkte der grösseren und von dem 
Mittelpunkte der kleineren Kugel, respective durch (5 und (5, bezeichnen. Die Entfernung der Mittelpunkte 
der beiden Kugelfläeheu von einander werde dagegen durch E bezeichnet. 

Die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der beiden Kugeln gehenden geraden Linie sind nach 
den Lehren der analytischen Geometrie: 

x — f _ y — g _ % — h 

f—fi 9—0i h-h x 

x — fi _ y — ( j\ _ ^ — 

f—fi O—O i h — h/ 

e=V (/ — j\Y + (// — //i) + (7>— ^0 • 


1) 

oder 

2 ) 

Ferner ist 

3) 


Mittelst einer einfachen geometrischen Betrachtung erhellet aber, wenn man im Folgenden immer die 
oberen Zeichen der äusseren, die unteren Zeichen der inneren einhiillenden Kugelfläche entsprechen lasst, 
auf der Stelle die Richtigkeit der folgenden Proportionen: 


4) 

aus denen sieh 

5) 

also nach dem Obigen 

6) 


ersieht. 


r + r, : E =r : (5 , 
r + r t : E = r, : <S t ; 


e 


rE 


r + r, ’ 


e, = 


r x E 


r + r, 5 


( - _ rv (/w.) , H-(g-g,)» + (*-*,)* 

g __ r,V(f— /<)•- + (<? — gi) 8 + (/* —/iQ* 
' L ' i r + r, 


Sind jetzt jr, 9, 3 die Coordinaten von ©, so ist 


^ =0-/-) 2 + (9— *)* + G—A)*, 
®,* = Oc— 0 + (9 - ffd* + (a ■- AO*; 

und naeh I) und 2): 

t—f _ 9— 0 _ 5 — ^' 

f—fi 9—9i A—A,’ 

r— A _ 9 — 9t _ i — h i 

f—fi 9—9t h — h,' 

Also ist offenbar 


(/ W ',) 2 0 r ={(/--/- 1 ) 2 + (^-< 7 .) 5 +( Ä - Ä ,) ä } 0 -/')% 

(/'—/i) 2 ©, 2 = {(/WO 5 + (ff—ffif + (A—/*,)’} (r- -/■.)’• 

Nimmt man einmal den Mittelpunkt der grösseren Kugel als Anfang eines dem primitiven Coordinaten- 
systeme parallelen Coordinatensystems an, so sind nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten 
in diesem neuen Coordinatensysteme f i —/' und jr— f die ersten Coordinaten des Mittelpunktes der kleineren 
Kugel und von entspricht nun @ der fuisseren Kegelfläche, so haben offenbar /j— f und jr— f gleiche 
Vorzeichen; und wenn @ der inneren Kegelfliichc entspricht, so haben — /‘und jr — f wieder gleiehe 
Vorzeichen; also haben f — /', und x — f immer entgegengesetzte Vorzeichen. Nimmt man dagegen den 
Mittelpunkt der kleineren Kugel als Anfang eines dem primitiven Coordinatensysteme parallelen Coordinaten¬ 
systems an, so sind nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten in diesem neuen Coordinaten¬ 
systeme f — /', und x — fi die ersten Coordinaten des Mittelpunktes der grösseren Kugel und von @; 




















Theorie der Sonnenfinsternisse , der Durchgänge etc . 


145 


entspricht nun © der äusseren Kegelflache, so haben offenbar f—fi und je—/*, ungleiche Vorzeichen; 
entspricht dagegen © der inneren Kegelfläche, so haben offenbar f — f { und X — f\ gleiche Vorzeichen. 
Daher ist nach dem Obigen, wenn, wie früher, auch jetzt immer die oberen Zeichen der äusseren, die 
unteren Zeichen der inneren Kegellläche entsprechen, offenbar in völliger Allgemeinheit: 


X-f = 
X—fi = 

also nach 6): 


und weil nun nach dem Obigen 


_ (f— ft) G _ 

V(f- fir + U - öir + (a - a,)* ’ 

_ (f-fi) <?i _ 

Ca- ft)* + Ta - «ro* + (a - 


x—r = — 

X—ft = + 


(f-f,)>- 

r T r, 

(f—fi) r i 
r + r t 


X — f _ fr—ff _ l — h 

f—fi ff—ffi h — lif 
X—ft _ fr~ ffi __ h~ h l 
f—fi ff — ffi h—hi 


ist. so ist überhaupt mit derselben Bestimmung wegen der Vorzeichen wie vorher: 


7) 


und 


8 ) 


x — f = — 

P~ff = 

a — h = — 


cf-fi) >* 

(ff —ffl)c 

— 5 

r + r i 
(/i —/ii) r 
r + r, 


*- fl — + 

) — fft = + 

a— Ä i= + 


rTr, ’ 
(ff-ffi) r, 
r + r, ’ 
(/!-/(,))-, 
r + rj 


Sowohl aus den Gleichungen 7), als auch aus den Gleichungen 8) folgt: 


9) 



rfj +r x f 

r =F r, 

r(fi + »’i 9 
_ ? 
r + r x 

rh x + rj/t 

r + ^ 


Nimmt man jetzt aber den Halbmesser r, der kleineren Kugel nicht mehr wie bisher stets positiv, 
sondern für die äussere Kegelfläche positiv, für die innere Kegelfläche negativ, wobei der Halbmesser r 
der grösseren Kugel wie früher immer positiv genommen wird, so kann man die obigen Formeln auch auf 
den folgenden, ganz allgemeinen Ausdruck bringen: 


7*) 


x—f= 

X) — ff = 
l-h= 


(f-f,)r 

r-r. ’ 

(ff — ffi)r 
r-r, ’ 

(/i — /(,) r 

9 

r — r, 


Denkschriften der mathem.-natunv. CI. VIII- Bd. 


19 
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ferner: 


8 *) 


endlich: 


9 *) 
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*—/*.= — 

a— a, = — 


r — r t 

— gi)»'i 

r — i-, 

(*-*i)»-. 

r —r, 


9 


X 

9 

S 


»• A — y i f 

r — r, 

»V/i — ^ 

9 

r — r t 
rh x — 7t 

r — >'i 


§. 2 . 

Wir wollen jetzt, wenn 

1 0) Ax + By Cz + D = 0 

die Gleichung einer beliebige!] durch die Mittelpunkte der beiden kugeln gelegten Ebene ist, uns die 
folgende Aufgabe stellen: 

Die Gleichungen der in dieser, d. h. durch die Gleichung 10) charakterisirten, 
Ebene liegenden geraden Linie zu finden, welche die beiden Kugeln entweder von aussen 
oder von innen berührt. 

Weil die durch die Gleichung 10) charakterisirte Ebene durch die Mittelpunkte (/VyA) und (/' 1 // ) //i) 
der beiden Kugeln gehen soll, so hat man die Gleichungen: 

( Af + Bg + Ch + /J = 0 , 

( Afi -j- B (j\ -j- 67/, -j- I) = 0; 

A(f /■,) -f- B (g gf) -f- C(Ii //,) = 0 , 

j A (x-n + B 0j - <J ) + C(Z - h ) = 0 . 

( A O — /",) + B (jj — g { ~) -f C(z — //,) = 0. 

Die Coordinaten des Berührungspunktes der gesuchten Berührenden mit der grösseren Kugel seien 
X, Y, Z ; so hat man zur Bestimmung dieser Coordinaten zuvörderst offenbar die Gleichungen: 

(x-fy+ (r- s y+ (z-hy=r\ 

A (X—f) + />'(!—//) + C(Z — //) = 0 . 


11 ) 

also 

12 ) 

und nach 10 ) und 11 ): 
13) 


Da ferner die gesuchte Berührende durch die Punkte (xtya) und (XYZ) geht, so sind ihre 
Gleichungen: 

x—t _ y— 9 _ »—$ 

X—x Y—\) Z—C 

Die Gleichungen des nach dem Berührungspunkte (A r YZ) gezogenen Halbmessers der grösseren 
Kugel sind aber: 

x — f y — g «• — h 

X~f ~ T=~g ~ Z=h ’ 
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und da nun dieser Halbmesser auf der Berührenden bekanntlich senkrecht steht, so haben wir nach den 
Lehren der analytischen Geometrie die Gleichung: 


oder 

oder auch 


i +i w !=: + £=*. ln = o 

1 Z — h Z — 5 1 Z — h Z — j 

(X-f) (X-f) + ( Y-g ) (F— 9) + (Z-/,) (Z- a ) 

(A-^+CF-^+CZ-Ä) 2 
~(x~f) (A r — ß — (p — g) (F—//) —(a — h) (Z-h) 


= 0 , 
= 0 , 


also nach dem Obigen 


(x—f) (X—f) + ( 9 - 7 ) (Y-g) + (a — //) (Z-h) = r\ 


Daher hat man jetzt zur Bestimmung von X — f, 1'— g, Z — h die drei folgenden Gleichungen: 

( A (X-f) + II(Y-g) + C(Z— Ä) = 0, 

14) . (X-f) (X-f) + (9 — g) (Y-g) + fc-A) (Z-h) = r\ 

( (X —ff + C F — g)~ + (Z— hf = r\ 


Bezeichnen wir die Coordinaten des Berührungspunktes der gesuchten Berührenden mit der kleineren 
Kugel durch X,, F,, Z,; so erhalten wir auf ganz ähnliche Art wie vorher zur Bestimmung von Aj— f ,, 
F,— g ,, Z,— Ä, die drei folgenden Gleichungen: 


15) 


( A(X,-f t ) +B(Y t — ffi ) + C(Z, — A,)=0, 

- (X-/;) (X i -/’ i ) + (9 — </i) (F, — g t ) + (a-Ä.) (Z, — h() = rf , 
( (Ai — /‘ f ) 2 + (T, — <jr ,) 2 + (Z, — //,) 2 = r, 8 . 


Aus den beiden ersten Gleichungen in 14) erhalt man: 


\a (a -h)-c(x-f)} (x-f) ) , 

+ {B( h -h)-C(V-g)} (Y-g)] 

M(9 -g)-B(x-f)} (X-f)} p , 

+ {C(^ — g) — D(^—h)\ (Z-h)] 

Nun ist aber nach 7*) : 

AQ>-g)-B(x— /•) = --!- { A(g-g l )-B(f-f)}, 
B (a - /<) - 6X9 —ff) = ~ —~r ^ ^ - Ä >) - ry ( 6 / - //•)). 

r — r t 

C (X — f) — A (a — h) — — — /-,) - A (A — Ä,)} ; 

* ' 1 

also, wenn der Kürze wegen 

l [A ß] = A(g — g { ) — B (f — /j) , 

16) (BC] = B(h-h l )-C(g-g l ), 

{[CÄ\=C(f—f)—A(h-h l ) 

gesetzt wird: 

( A(v-g)-B(x-f) = -^ v [AB], 

i r — r i 

IT) (BU— /«)-(7(l f -j) = --l 7 [BC\, 

j r — i , 

co-n-M j-*)=--x t^]- 

\ r—> j 


19* 
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Daher lassen die l)eiden obigen Gleichungen zwischen den Grössen X — f\ Y — g, Z — h sich unter 
der folgenden Form darstellen: 

[CA] (X-n~[BC] ( Y — ff) = — C r (»—r,), 

[AB] (X— f) — [BC] (. Z—h)= Br(r — r,); 


und zur Bestimmung der drei in Bede stellenden Grössen hat man also die drei folgenden Gleichungen: 


18) 



Cr(r -'»•,) + [CA] (X-Q 
[ßC] 

«r(r-r,)-[AB] (A ’.-f) 
[BC] 


(x—ff + (r— g y + ( z-/,y = r\ 


Ganz auf ähnliche Art erhält man aus den beiden ersten der Gleichungen 15) die beiden folgenden 
Gleichungen: 

MG -hd-c(x-m OY ,—fd l __ r , 

+ {B(i— /,,)-C( 9 -</,)} (Y-gd j “ 1 ’ 

— m (AW.) j = _ Är . 

+ \C($-gd- ÄG—Al)} ÄO ) 

Nach 8 Ä ) ist aber: 

r — ?, 

CO-/’ 1 )-A(j-/i l ) = -- I V I C{f—ft—A(h—hfo 

1 » I 

also nach 10) : 

( = [/Iß]. 

I > / , 

1 ' M 

( — = — [CA], 

1 - » 1 

Daher lassen sich die beiden obigen Gleichungen zwischen den Grössen X x — f x , i r j— g x , Z { — //,, 
unter der folgenden Form darstellen: 

[CA] (Xi —/,) — [BC] (X, — fft) = — Ci\ 0 —»■,). 

[AB] (X, — /,) — [BC] (£,—/>,) = Ar, (;— /.); 


und zur Bestimmung der drei in Bede stehenden Grössen hat man also die drei folgenden Gleichungen: 


20 ) 


Y — <ji = 

Z t — //, = — 


Cr, (>— r,) + [C-4](AW, ) 
[ßCj 

gr,(r-r,)-[^ß] (X t -f t ) 
[BC] 


(AW .) 2 + (r,— ffl Y+ (Z 1 -Ä,)*=r 1 *. 


§• 3. 


Mittelst der drei Gleichungen 18) wollen wir nun die drei Grössen A r —/\ F— g , Z—// 
bestimmen. 
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Führt man die Ausdrücke von Y—g und Z — h in 18) in die dritte der dortigen Gleichungen ein, 
so erhält man: 

,.2_rv ^2 I (Cr fr r,) + [CM] (A' — f~)) 2 

1 -t Ä -r) +j -- )’ 


+ 


«r(r-r,)-[,4i<n.V-/-) 

[BC] 


woraus sich leicht ergiebt: 


n- o..A. ..a B[AB]-C[CA] 

^ [AB] 3 + [ßC] 3 + [CA) 3 ^ f) 

.3 [ßC]--(r-r,)2 (ß 3 + C 3 ) 

1 [Aß] 3 + [ßC] 3 + [CA] 3 ' 

und löst man nun diese quadratische Gleichung in Bezug auf X—f als unbekannte Grösse auf, so erhält 
man, mit Rücksicht auf die sogleich sieh ergehende Relation: 

21) A \c> C] + B [CA] + C[A /;] = 0, 

nach leichter Rechnung zuerst für X — f, und dann mittelst der aus dem Obigen bekannten Formeln 

CrO-r,) + [(M] (X-f) 


y-ff= 
Z-h. = - 


[BC] 

Br(r-r,)-[AB] (X — f) 


[BC] 

für Y—g und Z — h , die folgenden Formeln, in denen die oberen und unteren Zeichen sich auf 
einander beziehen: 


X-f=r 
22) \ Y-g = r 
Z—h= 


(r-r,) {ß[itß]-C[C^t]} ±[i?q y [ytß] 3 + [ßC] 3 + [CÄr - (>’ - r,)* + ß 3 + C 3 ) 

[.A 7 i] 3 -|-[üC] 2 + [<M] ä 

(r-r.) \C[BC]-A[AB]\ ± [CA] |/ [A ß] 3 + L« <T + [CAJ 3 - (r -r,)* (A- + ß 3 + C 3 ) 

[AB]* + [ßC] 3 + [tM] 3 


[r-rA\A[CA]-B[BC]\ ± [vtß] J/ [ytß] 3 + [ßC] 3 + [C4] 3 - (r-r,) 3 (A + ß 3 + C*) 


[Aß] 3 + [ßC] 3 +[CA| 3 


Weil aber die folgenden Relationen stattßndcn: 


und 


n[ A b]-c[ca] = ~ ( f— i\) (X + z? 5 + c% 

C U‘ C] A[A />] = — (g — 9i ) (X + Br + C 3 ), 
A [C A] — B[BC] = — (// — h { ) (A" + B 2 + C 2 ) 

[A Df + [BCf + [CA]* = h? (X + B' + C '); 


so erhält man nach leichter Rechnung sogleich: 


X -f=~i 


r (fr r i) (.f ft) — [BC] 


E 


+ — L — —X T\ _f r ~M 

f/A 3 + ß 3 + C 3 V 1 l E ) 


23 ) 


V ' 

} —// = —r 


r (fr-r.) (</-</,) [CA] 


E 


yjx+WTc* V 1 y—E~) 


Z-h = - 


r((r->•,)(/*-/<,) _ Rtß] 


E 


+ 


y a- + ß 3 + 
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und nach 7*) ist folglich: 

X—x= ± r 


[ßC] 




24) 


F—9 = + r 

Z-i 


eY^+W+c' 

[CA] 


E \ r Ä? -f ß s + 
, , ( [Aß] 

— h = ± r < 


rr^ ± hr, V« ■-V*—(=V 0 


5±‘^V'-CT a )1V*-(^) 


(£|/A* + Ä* + 


§. 4. 


Wir wollen nun auch die Grössen X,— x , F,— 9 , Z { — j entwickeln, werden uns dabei aber nieht 
an die Formeln 20) unmittelbar anschliessen, sondern, um zugleich die Beziehung, in welcher die 
doppelten Vorzeichen in den Ausdrücken dieser Grössen zu den doppelten Vorzeichen in den Ausdrücken 
der Grössen X — x, F—t;, Z — ] stehen, kennen zu lernen, uns des folgenden Verfahrens bedienen. 

Die Gleichungen der durch die Punkte (x 9 3 ) und (X YZ) gehenden geraden Linie sind 
bekanntlich 

—r _ >/ — » _ s — $ 

A-r — 1-9 ~ Z-i‘ 

Weil in dieser geraden Linie der Puukt (X, F,Z,) offenbar liegt, so ist 

A,-r _ Y t — \) _ 2,-5 

Sind nun 


A-r 


Y— 1 


Z — x 


x = ji .2 + p, , y = vs + V, 

die Gleichungen der von den) Punkte (f l g l /i i ) auf die durch die Gleichungen 


x—x y—\) 


X—x 


r—x 


Z —; 


eharakterisirte gerade Linie gefällten Senkrechten, so ist naeh den Lehren der analytischen Geometrie 

\ 1 X ~ X 1 r ~ 't n 

1 + P ; + v - —: = 0 ; 


2-5 


weil aber der Punkt (Xj F, Z,) in der in Rede stehenden Senkrechten liegt, so ist 

XisspZ. + ft, F, = v Zj + v,; 
und weil in dieser Senkrechten auch der Punkt (/] //, //,) liegt, so ist 

/ , 1 =pÄ 1 + gi, (ji = v//, + v,; 

X — U = P (^. — ä.) , F. — <7, = v (Z, - /;,); 


also 


woraus 


P = > 


a,-A 


z, — 


X-g. 

z, /i, 


folgt; also ist naeh dem Obigen 


A-r A, -f, r-y X-gi _n 
'2 — 5 ' Zj — A, Z — 5 " Z, h t 


oder 


(X—r) (X,-f>) + (F — 9 ) (F, — £,) + (Z-i) (Z l -h i ) = 0 . 
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Nach dem Obigen ist aber 


2 . = j + ^}(x,-xy, 

also ist 

(jr-j){,-/' 1 + |5fcr i -x)}| 

+ ( Y— 9) ~ 77. + ^ ( A * — XO | |=0; 

+ (Z — j) |j — h, + J—- J ( A"i — X) | J 

folglich 

x i — l _ l'i — 9 _ Z, — 5 

X~* ~ 1-9 ~ Z-5 


_ (/. - 0 (-y-r) + Oi - 9) (T- 9) + (Ä, - s) (Z - 0 

(*-*)*+ 0’-9)M-(z-j) 3 


Weil min aber nach 8*) 
fi 

und, wie man leicht findet, 


* __ _ ’ 9 1 v — l 


Äi —3 = 


(7t — 7ii)r| 
r — r, 


(/*—/’.) [/>^] + (77—7/.) L^'l + (A — //,) [A/7] = 0 

ist, so ist nach 24) 

(/*. — *) ( A ~ *) + (77. - 9) (1— 9) + (//, - s) (Z— 0 
_ , ^r-r, 

0— '-.) 3 i l E 

Ferner ist nach 24) 



(x- x y + (r-t ;) 2 + (z-zy 


W + [ ßC l ! + [ w ] s , £- r, 

I E- (A* + IS- + C~) ' (r — r, )- L 

also, weil bekanntlich 


F?) ]}{*-( 



ist: 


[ABf + [BCf + [CAf = E* (A* + li 2 + C 2 ) 


Folglich ist 


+ (i — ?)• + ( 2 — 0 * = 


r" E" 

(»—r,) s 



(/WHA'-iO + O, -9)(r-y) + (7, 1 -0(Z-Q r, 
(A'-r)® + (r-*)* + (Z-j)* ~ r 

und daher nach dem Obigen: 


A 'i — l __ r . — 9 __ Z, — } __ 

A"—r Y — \) Z — $ r 


oder 


= r.—9 =T-(r-ü), z,-}=^(z-j). 
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Folglich ist nach 24) mit Beziehung der oberen und unteren Zeiehen auf einander: 


X, — X= ± r, 
25) (Y t — p=±r, 
X, — 3 — ± ? 'i 


[ßC] 


r- n 


E y A 3 + ß s + C s 

[CA ]_ 

E y A s + TP- + C s 
[Aß] _ 

E Va 2 +B 2 + C 2 



FrO* 

' 1 - 

fW 


§• 5. 

Bekanntlich beziehen in den Gleiehungen 24) und 25) die oberen und unteren Zeichen sich auf 
einander, und was den Winkel io betrübt, so ist aus dem Obigen bekannt, dass wir denselben blos von 0 
bis 180° wachsen zu lassen brauchen, lndess ist es für die weitere Entwickelung vorteilhaft, aus den in 
Rede stehenden Formeln die doppelten Zeiehen wegzusehalfen, wodurch eine andere Bestimmung wegen 
des Winkels w bedingt wird. Weil niimlieh, wie man leicht findet: 

= (.fff i — ff fr) E sin co — { (f—f ) (hf —fh t ) — (ff— fff) (fflh—hg,) } cosw, 

— (d h ' — h 9i)Esinw — {(ff — ff,) (fff, — fff\)—(h — h { ) (h f,—fh,)} cos co, 

[ -^ = (h f, —ßi) E sin co — j (h — />,) (gh, — hg,) —(f—f,) (fff, —fff,) } cos co 

und 

sin ([ 80" -f- «)) = — sin co, cos (180° -f u>) = — cos co 

ist, so sieht man, dass für zwischen 180° und 360° liegende Werthe von co die Grössen [AD), \BC ] , 
\CAl\ dieselben absoluten Werthe wie für die zwischen ö und 180° liegenden Werthe von co erhalten, 
aber ihre Vorzeichen ändern. Beachtet man nun die Gestalt der Ausdrücke 24) und 25) von 

X—X, Y— 9 , Z — 3 und X t — x, Y t — 9 , Z, — a; 

so wie, dass 

+ zr + =i (fg,—fff,y + (gt>, hg,y + w —fh,y } e\ 

also diese Grösse von o> ganz unabhängig ist, so wird auf der Stelle erhellen, dass, wenn man u> nicht, 
wie bisher, blos von 0 bis 180°, sondern von 0 bis 360° wachsen lässt, es nicht mehr nöthig ist, in 
den Ausdrücken 24) und 25) die doppelten Zeiehen beizubehalten, sondern dass man sich mit einem 
Zeichen begnügen kann. Ob man aber in den genannten Ausdrücken, unter der gemachten Voraussetzung 
wegen des Winkels m, die oberen oder die unteren Zeichen nehmen will, ist, wie ebenfalls sogleich 
in die Augen fällt, an sich ganz gleichgültig, und es wird uns daher verstattet sein, für das Folgende 
von jetzt an die Bestimmung zu geben, dass in den Ausdrücken 24) und 25) blos die oberen Zeichen 
genommen werden sollen, natürlich aber mit der gleichzeitigen Bestimmung, dass wir nun den Winkel to 
nicht mehr wie bisher blos von 0 bis 180°, sondern von 0 bis 360° wachsen lassen. Unter dieser 
Voraussetzung wollen wir daher in der Folge immer setzen: 
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und 


X — X = r 


[BC] 


*+ — vt- (^r S v« - 


E y A~ + fl- + C 
[cm] 


24 *) j r -,=r \lyjifWW + H; V' - j V« - ■ 

(*-«=■■ V' - m' {v» - FW 

f—fl 


r-r j 

; [bc] 



! 

f 


Ey A* + B- 

+ 

C s 

“T 

r 

1 

j [CM] 



+ 

9 

i—9 = | 

1 E Y A~ + B~ 

+ 

c 3 

r 

._ r < 

[AB] 



l 

h 

^ — 11 j 

E Y A 3 + fl- 

+ 

c 2 

T" 

r 


h — A, 



i -I 

fs*) 

n 

^ \ _ I 

[»• — »M 

ri 

) 

J 1 

l E J 

'■-i 



l E J 


§• 0. 


Die Gleichungen der 

gesuchten Berührenden sind 


26) 

x — r 



A — x 

r-i; 

z-» ’ 

oder 




27) 

X — JL* 

y — 'v 

* —} . 


i’.-9 

Z,-S ’ 

oder auch 




28) 

x-X 

y-Y 

z—Z 

X—X t 

Y-Yi 

z-z, ’ 

oder 




29) 

x-X t 

y-Y , 

*-z, 

X-X . 

Y-Y , 

z-zf 

Weil x, 9, j; X- 

-X, Y— 9 , Z—y 

V-r, 

r,— 9, 


so können die Gleichungen der gesuchten Berührenden jetzt als vollständig entwickelt betrachtet werden. 
Wenn die beiden Kugeln ganz ausserhalb einander liegen, so ist immer, d. h. r, mag positiv oder 


negativ sein: 


also immer 




also 


Wenn die beiden Kugeln sich schneiden, so ist, je nachdem r x positiv oder negativ ist, respective 

Wenn die kleinere Kugel ganz innerhalb der grösseren liegt, so ist immer, d. h. r { mag positiv 


oder negativ sein: 


m'si. 


20 


Denkschriften der malhem.-nalurw. CI. VIII. Bd. 
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also immer 



Die geometrische Deutung dieser analytischen Resultate unterliegt keinem Zweifel. und braucht hier 
nicht weiter erläutert zu werden. 

Wegen der doppelten Zeichen in den in §. 3 und §. 4 entwickelten Ausdrücken, insofern diese 
Ausdrücke reelle Resultate liefern, oder die Aufgabe überhaupt möglich ist, giebt es im Allgemeinen immer 
zwei äussere und zwei innere derselben genügendeBerührende, was auch aus der einfachsten geometrischen 
Betrachtung auf der Stelle erhellet. 


Drittes Capitel. 

Über die Aufgabe: Wenn eine Kugel und eine durch deren Mittelpunkt gehende gerade Linie, letztere der 
Lage nach, gegeben sind: die Gleichungen einer geraden Linie zu linden, welche der gegebenen geraden 
Linie parallel ist, in einer gegebenen durch diese gerade Linie gelegten Ebene liegt, und die gegebene 

Kugel berührt. 


Genauer präcisirt lautet die Aufgabe, mit deren Auflösung wir uns in diesem Capitel beschäftigen 
werden, folgendennassen: 

Die Gleichungen einer geraden Linie zu finden, welche in der durch die 
Gleichung 

1 ) Ax + By + Ci + D = 0 

eharakterisirten Ebene, die durch eine gegebene gerade Linie, deren Gleichungen 
2 t ■*• — /' _ y — o _ z ~ h 

* ' COS X COS ß COS V 


sind, gelegt ist, liegt; der durch die vorstehen d en Gleic hun gen eharakterisirten 
geraden Linie parallel ist; und eine aus dem Mittelpunkte (fffh) mit dem Halb¬ 
messer r beschriebene Kugel berührt. 

Die Gleichungen der gesuchten geraden Linie haben, wenn wir die Coordinaten ihres Berührungs¬ 
punktes mit der aus dem Mittelpunkte (fff/i) mit dem Halbmesser r beschriebenen Kugel durch X . Z 
bezeichnen, offenbar im Allgemeinen die Form 

x — X y — Y s — Z 

3) -- = ---- 

J COS A COS ß COS V 


Die Gleichungen der durch die Punkte (fgh) und (XYZ) gehenden geraden Linie sind 


4) 

oder 

5) 


■v — f y — g % — h 

x-i — y—,j — z—h ' 

x — x >/ — r * — z 

X — f 1" — g Z — h 


Da nach den Bedingungen der Aufgabe diese Linie auf der durch die Gleichungen 


x — X 


y-Y 


£«-Z 


COS k 


COS ß 


cos v 
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charakterisirten Linie senkrecht stehen muss, so ist nach den Principien der analytischen Geometrie 

J eos / A ~ — f ros [L Y— g _ 

COS fl Z — k COS v Z - h 

oder 

6) (X—/’) cos X + (F— g ) cos p + (X — h) cos v = 0. 

Da ferner naeli den Bedingungen der Aufgabe die durch die Gleichungen 

.V — x _ >/ — )' _ a — 7 

COS X COS ß COS V 

eharakterisirte Linie in der durch die Gleichung 


Ax + Bg + Cz + D = 0 
charakterisirten Ebene liegen soll, so ist für jedes x : 


oder 


also 


7) 


-•** + «!r+S(.c-.Yi! + c\z + + n =o 


(A COS A — |— /> cos JJL + C cos v) X \ 

+ B ( Y cos X — X cos [jl) -f- C {Z cos X — X cos v) -|- D cos X) ^ ’ 


( A cos X -|- B cos i± C cos v = 0, 

| B ( Y cos X — X cos jjl) + C(Z cos X — X cos v) -f Ü cos X = 0. 


Die zweite dieser beiden Gleichungen giebt 


— (B cos n — C cos v) X + B cos l.Y + C cos X. Z + D cos X = 0, 
also vermöge der ersten der Gleichungen 7): 

A cos X. X —j— B cos X . 1 4* C X. Z 4- D cos X = 0, 

folglich 

8 ) AX+ BY+ CZ 4-^ = 0, 


wie sieli auch von seihst versteht, da der Punkt (A r YZ) in der durch die Gleichung 

Ax 4 - Bg 4 - Cz + D = () 

charakterisirten Ebene liegen muss. 

Der Punkt Q'gh) liegt auch in dieser Ebene, und es ist folglich 

9) Af 4- Bg + Ch + L) = 0, 

also nach 8 ) und 9): 

10) A (X—f) + B ( Y — g) + C(Z—A) = 0 . 

Da nun endlich der Punkt (X YZ) auch in der Oberllache der aus dem Mittelpunkte (fgfi) mit dem 
Halbmesser r beschriebenen Kugel liegt, so ist 

11) (-Y -ff + (Y-g)' + (Z-/0’ = r>; 

und zur Bestimmung von X, F, Z haben wir daher jetzt nach 6 ), 10), 1 1) die drei folgenden Gleichungen: 

( cos \ (A” — /') + cos p (F — g) + cos v (Z —/>) = 0 , 

«2) A(A—/) + X(F— g) + C(Z— Ä) = 0, 

( (X — /') 2 + (i-fff + (Z-/,y = r\ 


20“ 
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Aus den beiden ersten dieser drei Gleichungen folgt: 

(C cos X — A cos v) (A* — /*) — (/» cos v — C cos p.) ( Y — </) = 0, 
(A cos [i — Ii cos X) (A — /') — (/> cos v — C cos u) (Z — 4 ) = 0; 

{/!/>’} = /I CÖS fX- Z> fÖS X. 

{U C\ = B cos v — C cos |x, 

[CA] = C cos X — A cos v 

{CA} C X—f) — \BC\ ( Y — # ) = 0, 

{AB] (X—f) — \BC\{Z — l 0 = 0; 

« V , l AB ] rv ^ 

t—ff= rTTTTi , Z — h = —— (A — /0 


d. i., wenn wir 

13 ) 

setzen: 

woraus 

14) 


[BC] 


folgt. Also ist nach der dritten der Gleichungen 12): 

{AB}2+ |/?C}3 + {CA}* 


[BC\ 


(X-ff = r\ 


und folglich hiernach und nach 14), mit Beziehung der oberen lind unteren Zeichen auf einander 

r jßc} 


15) 



V {ÄJy + jßCj» + {CM}*’ 

__ 

V {Aif}3 + jßCjä+ {CA}«’ 

r {Aßj 


VJÄJl \ 3 + |/JC} 3 + |CA}< 

Nach 7) und 13) ist aber, wie man leicht findet, 


also 


10 ) 


oder 


17) 


{. AB }* + {BC} 2 + {r.d} 2 = A 2 + B 2 + C 2 -, 


f X — f= ± 
< Y—g=± 
f Z—h = ± 


r [BV\ 

]/ X + ß 3 + r 3 ’ 
»• {CA j 

y x + ir~ + c 2 ' 

r {AB} 

y A- + B* + C- 


x = f± 

y=>7 ± 
Z = l, ± 


>• {"<?} 

y A" + B' + C- ' 

_rjCA}_ 

yz t* + b- + c- ’ 

>• {Aß} 

y A~ + ß 3 + C-‘ 


Es gieht also im Allgemeinen zwei Auflösungen unserer Aufgabe. 
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Bedenkt man aber, dass, wie inan leicht findet: 


\AB\ = — (f cos 4 u — g cos X) sin co 

+ {// — (/* oos X + U cos jj i + h cos v) oos v} ms* co, 

= — (g cos v — h cos [x) sin co 

+ {( f — (f cos \ + 0 cos [* + h cos v)} cos co, 

\CA) = — (A ros X — /* cos v) s/o CO 

4- \g — (/ cos X -f- g COS p. + A ros v) ros (x| cos co 

ist; so erhellet auf ganz ähnliche Art wie in Cap. II, §. 5, dass es, wenn man co von 0 bis 360° wachsen 
lässt, genügt, in den obigen Formeln die oberen Zeichen zu nehmen, und daher 


18 ) 


zu setzen. 


X=f + 

r=tr + 
z=h + 


r jßCj 

\/a- -f W + c® ’ 

»• 

YA~ + B® -r C®’ 

y .4® + ß- + c® 


\ 


Viertes Capitol. 

Über die Uurchschnittspunkte einer geraden Linie mit der Oberfläche eines Ellipsoidcs im Allgemeinen. 


Die Gleichung der Oberfläche eines Ellipsoidcs sei 


0 

und 

2 ) 


0 ’ + (!)' + (=•)’=*. 


* — «t _ y—b i_ - — <‘i 

cos a cos ß cos 7 


seien die Gleichungen einer geraden Linie im Baume. Handelt es sich nun um die Durchschnittspunkte 
dieser geraden Linie mit der Oberfläche des Ellipsoidcs, so kommt es darauf an, ans den drei obigen 
Gleichungen die Coordinaten x. g , z dieser Durchschnittspunkte zu bestimmen, wozu man auf folgende 
Art gelangt. 

Weil nach den Gleichungen 2) 

cosß cos 7 f 

y = fj { 4- (x — o,), z = c { 4- (x — a { ) 

J cos a v J cos a v J 


ist, so ist vermöge der Gleichung 1): 


öj ( COS a X —«! ( cosß X — « 4 3 , ( C 1 

t + — '-zirrl + 7 + “*777 + 7 + 


a a cos a 

also nach gehöriger Entwickelung: 


cos 7 x — a t 
c * cos a 


= i, 


_ ( b t y fc^® \ayosa. b t cosß cyosi) x — 

1 = ItJ + IvJ + ItJ + 3 1 + ~w~ + ~ 


(/rosa-.® /eosßs* scosrf) ( .v-n. y 

+ + U J r 1 c JiUmJ 
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oder, wenn man diese Gleiehnng auf die gewöhnliche Form der quadratischen Gleichungen bringt: 

(i^Y 

V cos a / 


+ 2 


a x cos a 6j cos ß c t cos 7 
~ 3 ^ 


.r — a x 


(cosa.y (cosjiy fcos^y 

l“i”J * vT"i V e ) 


cos a 


( cos a\ - /cos ßy /cos F j\ 

~) * wTJ ‘ v<rJ 


Also ist 


x — a { a 


«, cos a 6j cos ß c, cos 7 

7.2 ' «3 


cos a 


( cos a\* /cos p\ 3 /c0S7v 3 ( 

• ln b~) “r" rrJ 


/äj cos « cos p Cj cos 7\ 

l «2 * 6 3 ’ c 3 J 


/cosa^ 

V rt J 

f+l 

/COS pA 

l (T J 

1 + 1 

Fr 2 )’ 

H 


0 

0 

1 -1 

0 

1-1 

0 

■} 

! 


“+ 1 

Ff') 

r+ 1 

Ft 2 )’ 

r- 

1 


Wenn man den Zähler des Bruches auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens gehörig entwickelt, 
und aufhebt, was sieh auflieben lässt, so erhält man für denselben leicht den folgenden Ausdruck: 


( cos oc\ * /cos ßy /cos 7V 

~nr) • wrJ * rrJ 


/Oj cos p — 6j cos a\ 

r_i 

rb t cos 7 — c t cos pA 3 

f C| cos a — «j cos 7\ 

l a 6 J 

1 1 

1 6c ) 

l ca ) 


-c 


und daher nach dem Vorhergehenden, mit Rücksicht auf die Gleichungen 2): 


3) 


Q* , fcosj 3\ s /cosja 2 \ - v — °\ 

V a J VfcJ '•c-'l cos a 


K cos a y /cos j 3 \* /cos 7% 

nrJ l”^J ‘ 


y~) 

i cos a 

(COS -ty ; 

)'J — b 1 

{—) 

f COSp 

(COS ’iy i 

1 s - Cj 

l—J 1 

1 cos 7 


a x cos a b t cos ß c x cos 7 

P P 


cos P — 6j cos a\ 3 , 

f 6j COS 7 — Cj COS p\ 

r _ 1 

/q cos a — a t cos 7\ 

«6 J 

l 6 c J 

1 ! 

t- ca / 


Fiir die Kugel ist a = h — c, also 


4) 


9 — b 1 _* — Ci 


cos a cos ß cos 7 

= — (Y/, cos a b { cos ß + c \ cos T) 


a \f \ ( a i C0S ß C0J? °0 3 7* (&i e os 7 — c, cos p) 3 -j- (q cos a — o, cos 7)^ 

Die diireli die Gleichungen 2) charakterisirte gerade Linie sehneidet die durch die Gleichung 1) 
charakterisirte Oberfläche des Ellipsoides in zwei Punkten, wenn 
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(=-■)'+ Grr+Pr 2 )' 


/a A cos ß — 6, cos 

2 

rb A COS 7 — c 1 cos 

2 /c t cos a — «j co$7\ 

l ab J 

1 - 1 

l 6c J 

1 l ca ' ) 


>o 


ist. 


Die durch die Gleichungen 2) eliarakterisirte gerade Linie trifft die durch die Gleichung 1) charak- 
terisirte Oherfläche des Ellipsoides nur in eiuem Punkte, und berührt dieselbe also, wenn 

i =o 


/a A cos ß — 6, cos a\ 

r i 

(6, cos 7 — Cj cos ß\ 

9 

f _ 1 

rc 1 cos a — a A cos r j\ 

l ab J 

I — ! 

l 6c J 

1 - 1 

l ca J 


ist. 

Die durch die Gleichungen 2) eliarakterisirte gerade Linie trifft die durch die Gleichung 1) charak- 
terisirte Oberfläche des Ellipsoides gar nicht, wenn 

(-)'+(?)’+ FH)’ 


-C 


/a A cos ß — 6j cos a\ 2 

/b x cos 7 — c x cos ß\ 2 

/Cj cos a — a x cos r jy ( 

l ab ) 

V 6c J 

V ca J J 


<0 


ist. 


Die durch die Gleichung 

2 i 2 i 2 _ 2 

«f + y + * = <* 

eliarakterisirte Kugelfläche wird von der durch die Gleichungen 2) charakterisirten geraden Linie in zwei 
Punkten geschnitten, wenn 

(ff, cos ß — h, cos a) 2 4- (A| cos y — c , cos j3) 2 + (c , cos a — ff, cos y) 2 < « 2 


ist. 


Die durch die Gleichung 


2 i 2 i 2 _ 2 

X + 1/ + Z =a 

eliarakterisirte Kugelfläche wird von der durch die Gleichungen 2) charakterisirten geraden Linie nur in 
einem Punkte getroffen, und also von dieser geraden Linie berührt, wenn 

(7/j cos ß — b i cos ay + O&i cos — c { cos ßy + (c, cos a — a i cos = a 2 


ist. 


Die durch die Gleichung 


v i 2 ■ 2 

+ y +z =a 

eliarakterisirte Kugelfläche wird von der durch die Gleichungen 2) charakterisirten geraden Linie gar nicht 
getroffen, wenn 

((7 1 cos [3 — h x cos a) 3 + ( b t cos y — c K cos ß) 2 + (cj cos ot — a t cos y) 2 > (C 


ist. 


Mittelst leichter Rechnung findet man, dass auch 


5) 


reosecy /cos ß \ 2 /cos 7 \ 2 

\~V~ ) "1 1 r J \~C~ ) 


/a A cos ß — 6 t cos ax 

r i 

rb x cos 7 — Cj cos ß\ 

2 

1 _ | 

fc, cos a — a x 

l «6 J 

i — i 

l 6c J 


l ca 


ist. 


z r 

= 40 -^-5) c ° sa3 +p( i -5 : -5) ^ß 2 +i(i-^-^)^ Y a 

+ 2 cos « cos ß + 2 cos ß cos Y + 2 cos y cos a 

i (r fr \ fr c - i 11 c - er 1 
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Fünftes Capitcl. 

Theorie der Bedeckungen, wenn keiner der beiden Weltkörper ein Fixstern ist. 

(Theorie der Sonnenfinsternisse.) 


§• i. 

Alles kommt hier auf die Betrachtung der durch die in Cap. II durch ( XYZ ), (X, Y t ZJ 

bezeichneten Punkte gehenden geraden Linie an, womit wir uns also jetzt in aller Ausführlichkeit beschäf¬ 
tigen wollen. 

Die Gleichungen der in Rede stehenden geraden Linie sind bekanntlich 

1 ) - 1 ^ = ^ = ^. 

J X-x Y-X) Z-i 

Bezeichnen wir aber die von der einen der beiden Richtungen dieser geraden Linie, welche man bei 
jeder geraden Linie unterscheiden kann, mit den positiven Richtungen der drei Coordinaten-Axen einge¬ 
schossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel durch cp, <J>, y; so sind die Gleichungen dieser geraden 
Linie auch : 

2 ) *-y = v- 1=1 - I ' 

J cos y cos tp cos y_ 

und aus der Vergleichung dieser Gleichungen mit den Gleichungen 1) ergiebt sich daher, wenn |x einen 
gewissen eonstanten Factor bezeichnet, unmittelbar: 

cos <p = [x (A r —je), 
cos<p = [x(F— 9 ), 
cosx = n(Z — 3 ). 

Zur Bestimmung des eonstanten Faetors p. hat man aber die Gleichung 

cos cp 2 -f- cos <Jr + cos y 2 = 1 , 
also nach dem Vorhergehenden die Gleichung 

p 2 {(-v - xf + ( r— i)f + (z- f o 2 } = i. 


Weil nun 


und 

auch 


[AB] 2 + [BCf + [CA] 2 = E(A 2 + B 2 + C 2 ') 
(/■-/■.) [BC] + Q—ffO [CA] + (A — //,) [AB] = 0 , 


if—fiT + ig-gO* + —hif = E i 

ist, so erhält man aus Cap. 11, <§. 5, Nr. 24*) leicht 

(A'-i)' + (r- ,)> + (Z- s)• = j i - 

und folglich nach dem Obigen 
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woraus sich 


V- — ± 




crgielit. Weil es aber völlig gleichgültig ist, auf welche der beiden Richtungen der durch ilie Punkte (rt;j), 
(ATZ), (X, \\Z ,) gehenden geraden Linie inan die Winkel cp, cj>, y beziehen will, indem es mir auf die 
Bestimmung der Lage dieser geraden Linie an sich im Raume ankommt, so reicht es offenbar hin, in dem 
obigen Ausdrucke des constanten Factors fx hlos das obere Zeichen beizubehalten, also 


3) 


folglich nach dem Obigen 


! J - = 


COS cp : 


rifVi-r-^r 

- ( r - f i)(- v -t) 


4) 


cos cp = - 


cos y = 


(r-r,)(Z-j) 


rEVi-^j 


zu setzen. 

Führt man nun in diese Formeln die bekannten Ausdrücke von X — x , V — 9, /j — $ aus Cap. II, 
§. 5, Nr. 24*) ein, so erhält man: 


eos 


f/?C] 




s) 


cos cp 


E (EyA*+B* + C 
[CA] 




+ c- 1 ^ E ’ j 


E l E J/ -J- /»■ 

[AJ 3 = + V 1 - (^f i • 

«3 + c 3 r — t r v ^ ; 


r — r t 

COSy= - ~— \ —- 

A ^ ( E Y + 


Aus diesen Formeln kann man verschiedene bemerkenswerthe Relationen ableiten, von denen wir 
jedoch hier nur die folgenden, sich sogleich ganz von selbst ergebenden hervorheben wollen: 


«) 

ferner: 

v 

auch: 

8 ) 

endlich: 

9) 


(f — fi)cosy + (ff — ffi)costy + (7/ — h^cosy = e\ I— (—^- L ) ; 
A eos cp + B cos + C cos y = 0 ; 


[IiC]cos cp + [CA]cosiy + [,IÄ]««X = 0— r,)^ + Ä* + 


O — f ) cos cp + (9 — ff) cos <[> + (j — 1>) cos y= ~~ V 1 ~ (“If 1 ) ’ 
0 — ft)cosy + (i) — g t )costy + (j — !h)cosy = ~ “ 7 ; V : 


Denkschriften der mathem.-naturw, CI. VIII. Dil. 
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woraus 

10 ) 


O — f) cos p -+(t) — g ) cos$ -f (s — h) cos x r 

(r— fi) c os p + O—tf,)cos<p + (j — h^cosx r i 


folgt. Die Ableitung noch anderer Relationen aus den obigen Ausdrücken von cos cp, cosfy, cosy die für 
unseren Zweek von geringer Wichtigkeit sind, können wir füglich dem Leser überlassen. 

Führen wir aber die obigen Ausdrücke 5) von cos cp, cos i, cos y für [Aß], [B C], [ CA ] und 
A 2 + B 2 + C 9 ihre Ausdrücke durch to ein, so erhalten wir: 


uv r — r l 

11) cp = — - 


t r~r t 

cos 0 = - 

* J5? 


(j^i ^ h g^E stHta— {(g — Qj) (fg x — ff fi) — (/* —(Afi — P,)} cosw 

^ F (/’tfj — 0 A ) 3 + GjK — hot) 2 + OA f h i) 3 

+ fdr V*-(- £ - J ) 

(J l fj —fh t ) Esin — {(/' —/'i) (fl>A| — Ajf|) — (f—f\ ) (füi ~ ff/t)} co« w 


cos y = 


£ 


+H:v T - Ftt! 

(/ff i — /~i) s < n <*> — { (/•- /Y) ( AA — (g — ffi)QA t /t»7|)j cos M j 

* r W, - ÖKr- + Co Ä, - Aff,) s + (A/i - w = ( 


+:-^vm 9 )' 


§• 2 . 


Indem wir von jetzt an alles Folgende auf ein bestimmtes absolutes Zeitmoment beziehen, welchem 
die Sternzeit X des Orts, für welchen die Ephemeriden berechnet sind, entspricht, kommt cs nun zunächst 
darauf an, alle diejenigen Orte auf der Erdoberfläche zu ermitteln, die in dem in Rede stehenden absoluten 
Zeitmomcnte eine innere Berührung der beiden Weltkörpcr sehen, wobei wir die Erde als ein durch die 


Gleichung 


12 ) 


.r s + y 2 


+ it= l 


charakterisirtes Umdrehungs-EIlipsoid , entstanden durch Umdrehung einer Ellipse, um die Axe 2b, 
betrachten, und nach Cap. 11, <§. i, bekanntlich der Halbmesser r, der kleineren Kugel für äussere 
Berührungen negativ, für innere Berührungen positiv genommen werden muss. 

Die gesuchten Punkte erhält man aber sänuntlich, wenn man fiir das in Rede stellende absolute Zcit- 
moment die Coordinaten ,r, y , z der Durchsehnittspunkte der durch die Punkte (x\) j), (A YZ), (A, Y t Z t ) 
gehenden geraden Linie mit der Erdoberfläche sucht, und in den dadurch erhaltenen Formeln dann den 
Winkel to, von welchem dieselben abhängen, von 0 bis 300° wachsen lässt. 

Eine ganz feste Bestimmung wegen des Coordinatensystcnis ist bis jetzt absichtlich noch nicht 
gegeben Morden; am besten wird inan aber thun, wenn man dasselbe hier ganz eben so annimmt, Mie in 
den Denkschriften Band \1L Cap. I, §. 1 ‘). Dann hat man, wenn die Coordinaten x , y , z eines Orts auf 
der Erdoberfläche gegeben oder mittelst des Obigen gefunden sind, zur Bestimmung seiner Länge L in 


\) Hierunter wird immer die in den Denkschriften Bd. VII abgcdruckte Abhandlung: „Theorie der S on n cn fi nst e rn i ss e, 
der Durchgänge der unteren Planeten vor der Sonne und der Sternbedeckungen für einen gege¬ 
benen Ort der Erde“ verstanden. 
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Bezug auf den Ort, für welchen die Ephemeriden berechnet sind, als Anfang der Längen, seiner geogra¬ 
phischen oder gcocentrischen Breite, die wir jetzt durch <I> bezeichnen wollen, und des nach diesem Orte 
gezogenen Erdhalbmessers, der jetzt durch R bezeichnet werden mag, nach Denkschriften. Band VII, 
Cap. I. •§. 2, Nr. 3) die folgenden Formeln: 

( x = R cos <t> cos {Jj + 15 $), 

13) | y = R cos ( l> sin {L -f- 15 $), 

aus denen sich 


14) ^ 

COS(L + 15 $)=-^— 

\ 'II cos <t> 

ergiebt. Wenn man nur weiss, ob 

0 <L+ 15 $ <360° oder 360° <L + 15 $<2.360° 


R = : 

s in <!>=<; 

sin. (Ij 15 $) = - , tauq (L -f- 1 5 $) = — 

v 1 7 R cos ^ ./VI x 


ist, so lassen fliese Formeln gar keine Zweideutigkeit zu. Uebrigens hat man aber wegen der beiden 
ersten Gleichungen in 1 3) : 

--r = cos 1 5 % cos L — sin 15 X sin L , 

R cos 


aus denen sieh 


R cos 4> 


= sin 15 X cos L + cos i 5 £ sin L ; 


cos L = 
s in L = 


x cos 15 X -f 2/ sin 15 X 
R cos O 

x sin 15 X — ?/ cos 15 X 


cos 4> 


lang L = 


x sin 15 X — y cos 15 X 
x cos 15 X + # sin 15 X 


ergiebt, so dass man jetzt die folgenden Formeln hat: 


15) 


1 R = 
1 stn ( 1> = 

/ cos L = 

l sin L = 
fang L = 


V + y~ + 

R ; 

x cos 15 X + V s in 1S X 
R cos 4» 

x sin 15 X — y cos 15 X 
R cos 4> 

x sin 15 X — y cos 15 X 
x cos 15 X -f~ y sin 15 X 


welche gar keine Zweideutigkeit zulassen, weil L immer positiv und nie grösser als 360°, zwar 
positiv und negativ, absolut genommen aber nie grösser als 90° ist. 

Am besten verfahrt man aber, wie es mir scheint, auf folgende Art. Man setze 


l+ i5$ = e, 














164 


J. A. Grunert, 


so ist 

x = R cos 0 cos 0, 
y = R cos 0 sin 0, 
z = R sin $. 

Nim bestimme man nach einer hinreichend bekannten Methode mittelst dieser Formeln, indem man 
0 vorläufig als einen blossen Hiilfswinkel betrachtet, die Grössen /?, <I>, 0 so, dass den obigen Gleichungen 
genügt wird, mit der Bedingung, dass R positiv und der absolute Werth von 0 nieht grösser als 90° sei, 
was immer möglich ist. Dann ist nach 1S) 

cosL = cos (0 — IS S), sinL = sin (0 — ISS): 

und da nun immer L positiv und nicht grösser als 360° ist, so lassen vorstehende Formeln bei der 
Bestimmung von L nicht die geringste Zweideutigkeit zu. 

Bezeichnen wir die Coordinaten des Orts, für welchen die Ephemeriden berechnet sind, durch 
CO» ü')» 0). seine geographische oder geocentriscbe Breite durch (<I>), und den nach diesem Orte 
gezogenen Erdhalbmesser durch (/?): s0 ist: 


16) 

also nach IS) : 


(j?) = (/?) cos (<I>) cos 1 SS, 
(//) = (/*) cos ( ( I>) sin 1 SS, 
(:) = (//) sin ( ( l<); 


x . 


(•»•) 


folglich: 


17) 


COS 


sL = 


cos L = 

sin L = - 
x O) + y 0 /) 

11 ( 7 ?) cos cos (<I>) ’ 


(Ti) cos (*1>) 


r» + y- 


Gr) 


(Ä) OOS (*), 


li cos <I> 


X . 


GO 


(/>) cos (<I>) 


y- 


w 


(Ü) ros (<I>) ; 


sin L = 


li cos O 

•>' 0/) — V fr) 


tang L= — 


• r fr) + y (;/)' 


R ( 7 ?) cos <P cos (<!>) * 

Um min aber die Coordinaten x , y , z selbst zu finden, muss man in den Formeln Cap. IV, Nr. 3) 
für rt, b y c ; a i9 b l9 c t ; a, ß, -y rcspective a , a , b\ X , ty, 3; cp, y setzen , wodurch man für die 
gesuchten Coordinaten x 9 y, z die folgenden Formeln erhält: 

COS + cos tjr 


18) 


( J 

( cos y 3 + cos 

rt 3 

( COS y 2 4" COS tp 3 
tt 3 

X COS ü i) cos ^ 


ros y/N 

1 ' r_r 

6 3 J 

ros 9 

ros y 3 \ 

.V — V 

_ Ä 3 7 

ros ^ 

cos y\ 

s 5 

6 3 J 

ros y 


icosx 


^cos y 3 4~ cos ft 3 ^ cos y 3 (r cos $ — i) cos ?) 3 (ty cos y — $ cos £) 2 -f (5 cos 9 •— x cos y) 3 


6 3 


« 3 b z 


Die einzelnen hierin vorkommenden Grössen wollen wir nun nach der Reihe einer etwas genaueren 


Betrachtung unterwerfen. 


Zuerst ist 


r cos 9 4- i> cos $ $ cos y r cos y + ^ + 5 X / 1 i \ 

—- + — = —— *- 
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also 


2 / r cos 9 + t; cos t|/ § cos y 


«*(■ 


+ =XC0S'-f + 9C0S<[> + jcosx + S'icosx ')• 


Ferner ist 


ri-i) 

U 2 & 2 / 


also 


Endlich ist 


cos 9 2 + cos d 3 ( cos y 3 cos 9 3 + cos ^ 2 -(- cos y 2 

^ ' 6 2 ” = ^ 

i /1 1 \ 2 

= — — [- — Ti-) cos y , 

a- v«- 6 ~ / ,w 

/ cos y 2 + cos *P , cos IC \ , | •> .> 

(- * ' + — ) = 1 + £ cos x • 


(r cos 'P — V cos y) 2 ^ Q cos y — $ cos ^) 2 + (j cos V — t cos X) a 


6*o&* y; 


« 2 a z ' erb 2 

(r cos tp — v cos <p) 3 + (i; cos y — j cos tp) 2 + ($ cos 9 — r cos y ) 3 

« 2 b‘ z 

+ p (r CO« — 9 cos C?) 3 

r 3 4- 1) 2 + ; 3 — (r cos 9 + 9 cos £ + o cos X) s .Irl 1 \ ✓- . ^ -vo 

= - „4 — — + ? b - id o cos * - 9 «»?), 


also 


= 0+0 


*T 

a 2 « 2 

a 3 6 3 ) 

r 3 + V 3 

+ i s — (r eos y + \) cos <{/ + 5 cos x) 5 

2 / jC COS ^ — t) COS 9 


i 3 

1 a 

6 n r3+ ’ 3 

+ 5 S — (i‘ eos y + 1; eos | + 5 cos 7J 3 

2 / r cos — v cos 9 




Setzen wir nun der Kürze wegen : 


f=yz±p£=v© j +ö’+(!)•> 

. # j-y r cos 9 + i) cos Tp + j cos y x . . J 

19) ( G= 1 — £ = — cos cp 4 cos 44 cos y , 

^ ' « ci T « * « *■ 


xr x cos d — cos 9 r , V 

// = - -= — £06* di -- cos cp; 

a a * a ' 


so ist nach dein Vorhergehenden 


0 r x cos 9 -j- \} cos rp $ cos y 

" * 

l C0S y?\ 4 I 2 2 

+ -jr-)= 1 + 8 CM Z ’ 


« 3 ( 

« 3 ( 


, b <*os X\ n , 2 , 

+— 6 —) = öO + e jco,s/, 

cos 9 2 + cos tjr cos y 3 


0 cos -j* — V> cos y) 3 . (9 cos X ~ 8 cus ’rj 3 + (j eos y — r cos •/)- 

«* a 3 « 3 6 3 

== (1 + £ 3 ) (F ä — O 3 ) — s 3 // 2 = F 2 — G 2 + s 2 (F — G- — //*). 


J ) Über die Bedeutung von £ s. m. Denksehriflen. Band VIL Cap. I. §. 3, Nr. 5). 
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Führt man diese Ausdrücke in die Formeln 18) ein, so erhält man naeh einer ganz leichten Verwandlung: 


20 ) 


oder 


21 ) 


also 


22 ) 


* — x _ y — 9 _ $ — ^ 

COSO COS Tp cos*/ 

— a G — £ 2 $ cos */ ± aV 1 + g 2 cosx 2 — (1 + g3 ) — ^ 3 ) + g2 

i -p £ 2 COS X 3 


- r _ff — y * — s 

COS? COSip cos*/ 

— fl (V s 3 j cos */ + a J/ 1 — F 3 -j- G 2 + s 2 (co* X 2 — ^ 2 + G? a + i/ 3 ) ^ 

1 -f s 2 cos y 2 


X = X 


y=*> 


Z 


a G -\- e 3 ^ cos */ + fl \ i — F 3 + G 3 + £ 3 (cos x 2 — F 2 + G 3 4 - IG) 
1 + e* cos x 2 

a G + e 2 5 cos x + fl V 1 — F 3 + G 3 + s 3 (cos x 3 — F 3 + G 3 -j- i/ 3 ) 
1 -f- e 3 cos x 2 

« G + e* } cos + « yl— / - + G- + e 2 (cos /- - E- + G- + 77=) 

1 -j- E 2 COS X 2 


COS O. 
« 

cos i. 
cos/. 


Für die Grössen 


aG = x cos <p -f- 9 cos <J> j fos X ,in, l aH=x cos 6 — 9 cos 

lassen sich nun noch die folgenden Ausdrücke finden. 

Nach 5) ist nämlich 


aG = 


r-r, (r[2?C]+t>[C4]+5[4ß] , (f-fQt + Qi-g^ + lh-h 


E Y A* + U* + C s 


+ 




also nach bekannten Relationen: 


r _ r (y(fyi-unr+oßi -%.) 3 +w, -ß t y 

23 ) « 0 = — j - £ - 

Ferner ist nach 5) 


cos oj + 


(/*— /i)r +0 — 0 i)$+(ä—■M ä 


vr-mi 


„ r-r, f r[C 4 ]-)>[/?C] , (0 - a,) t - (f- A) 9 \f ( r— r,y> \ 

a,, =—\JV^TWTS + -“- V ) ]• 


also nach bekannten Relationen : 


24) 


aH= 


r-r, \ (At + Ot + Ci)(h-h t )- C\(f- r,)v+( 9 - . 0 ,)y+(*-*i)»| 
£ ( E J/.4 s + ß J + l"- 


+*E*Vi- -(^)t 


wo bekanntlich: 

f + ^9 + — — + (>/*, — /*&)* + (fifi—fhifl «»«>. 

2ä ) \ K^l- + // J + 6’' = E V(fth + (///g — /*^i) 2 + (/'/'< — 7 m 2 > 

f c = (fff, — <7/*,) Ecoso> + {(/■—/■,) (i>fi—fih) — (g—gd (gih—hgd] «»«> 

ist. 

Mittelst der vorhergehenden Formeln kann man für jeden zwischen 0 und 3G0° liegenden Werth 
von (o die Coordinaten x*, z berechnen. 
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Man erhält aber für x 9 y , £ im Allgemeinen jederzeit zwei Systeme von Werthen . die wir durch 
x, g , 5 und .r, f bezeichnen wollen. Es fragt sieh nun, welcher von den Punkten (xyz) und (xyz) 
die Bedeckung wirklich sieht, und welcher sie nicht sieht, da dieselbe offenbar nur von dem einen dieser 
Punkte wirklich gesehen werden kann. Dies lässt sich nach den folgenden Regeln benrtheilen , deren 
Gründe wir nicht weitläufig entwickeln wollen, da dieselben einem Jeden leicht von selbst einleuchten werden. 
Vorausgesetzt wird bei der Anwendung dieser Regeln, dass man die Coordinaten A",, Y { , Z { berechnet 
habe, wozu die erforderlichen Formeln in dem Obigen enthalten sind. 

Äussere Berührung. 

Man prüfe, ob (xyz) zwischen (.f yz) und (A, Y { Z { ) liegt oder nicht, was sich aus den Coordinaten 
dieser Punkte immer leicht erkennen lässt. Liegt nun (xyz) zwischen (if yx) und (A r l Y i Z l ), so sieht 
(xyz) die Bedeckung und (x y :) sieht dieselbe nicht. Liegt ( xyz) nicht zwischen (xyz) und (A, Y L Zf), 
so sieht (xyz) die Bedeckung nicht und (xyz) sieht dieselbe. 

Innere Berührung. 

Man prüfe, ob zwischen (xyz) und (xyz) liegt oder nicht. 

1. Es liege zwischen (xyz) und (.fyf). 

Man prüfe, ob (.vy z) zwischen (xi)j) und (X { Y { Zf) liegt oder nicht. Liegt (xyz) zwischen (jrtyj) 
und (A*j Y { Z t ), so sieht (xyz) die Bedeckung und (xyz) sieht dieselbe nicht. Liegt (xyz) nicht zwischen 
(m) und (v, r, z,), so sieht die Bedeckung - nicht und (."£#0 sieht dieselbe. 

2. Es liege (jL‘t;0 nicht zwischen (xy 0 und (xy s). 

Man prüfe, oh (jtVi) zwischen (xyz) und (A, } r ,Z,) oder, was hier dasselbe ist, zwischen (xy :) 
und (A", Z,) liegt oder nicht. Liegt (jrtyj) zwischen (. vyz ) und (A] l^ZJ, und also auch zwischen 

(xyz) und (A r ,Y,Z,), so prüfe man, oh (xyz) zwischen (x\) 3 ) und (xy :) liegt oder nicht; liegt nun 
(xyz) zwischen (jl*9 3) und so sieht (xyz) die Bedeckung und (xy f) sieht dieselbe nicht; liegt 

dagegen (xyz) nicht zwischen (X5) und (xyz), so sieht (xyz) die Bedeckung nicht und (xyz) sieht 
dieselbe. Liegt (n; 3 ) nicht zwischen (xyz) und (A', F,Z,), und also auch nicht zwischen (xyz) und 
GV r t zj, so prüfe man, ob (xy z) zwischen (X\)]) und (xyz) liegt oder nicht; liegt nun (xyz) zwischen 
(Ai; 3 ) und (xyz), so sieht (xyz) die Bedeckung nicht und (xyz) sieht dieselbe; liegt dagegen (xyz) 
nicht zwischen (je l? 3) und (xyz), so sieht (xyz) die Bedeckung und (xy z) sieht dieselbe nicht 1 ). 

Ob eine äussere Berührung dem Eintritte oder dem Austritte , eine innere Berührung dem Anfänge 
oder dem Ende der ringförmigen Bedeckung entspricht, wird man hier ganz ebenso beurtheilen, wie in den 
Denkschriften, Band VII, Cap. 111, §. I, gelehrt worden ist, wobei man zu beachten hat, dass man nach 
dem Vorhergehenden den Ort auf der Erdoberfläche kennt, von welchem ans die Bedeckung gesehen wird. 

Wenn wir die Erde als eine mit dem Halbmesser a beschriebene Kugel befrachten, so ist s = o, und 
nach dem Obigen hat inan also in diesem Falle zur Bestimmung von x,y,*z die folgenden Formeln: 

20 > ^ (c ± 

cos o cos ‘h cos x 


0 Wenn überhaupt drei Punkte durch die Coordinaten .r, 1/, s.; .v', */', .r", y ", % n bestimmt sind, so liegt der Punkt 

(V, y', 5/) zwischen (.ri/s) und (>" y n $"), wenn x' — x und x’ — .v" ungleiche Vorzeichen haben; dagegen liegt (x' y’) 
nicht zwischen (.r#&) und (x" y" %"), wenn x f — x und x' — x" gleiche Vorzeichen haben. Ähnliches gilt natürlich auch von 
den anderen Coordinaten. 
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oder 

( x = x — a (G + V\—F 2 + G-) cosy, 
27) J y=X) — a (G + V \ —F- + G 2 ) cosi, 

^ s = 3 — « (G + j/|_F ä + G 3 ) ««*; 

wo F und F die aus dem Obigen bekannten Werthe haben. 


3. 


Wir wollen jetzt den Ort auf der Erdoberfläche bestimmen, welcher in dem in Hede stehenden 
absoluten Zeitmomente, dem die Sternzeit £ entspricht, eine Berührung der beiden Weltkörper in seinem 
Horizonte sieht. 

Da dies offenbar der Punkt der Erdoberfläche ist, in welchem dieselbe von der durch die Punkte 
(£9(0’ (A r FZ), (A x 4 PjZj) gehenden geraden Linie berührt wird, so haben wir nach 22) im vorher¬ 
gehenden Paragraphen, weil die beiden Durchschnittspunkte der in Rede stehenden geraden Linie mit der 
Erdoberfläche in einen Punkt zusammenfallen müssen, in den dort eingeführten Zeichen offenbar die 
folgende Bedingungsgleichung: 


28) 1 — F 2 + F 2 + s 2 (cos /; — F 2 + F 2 + II 2 ) = 0 , 

welche blos die eine unbekannte Grösse m enthält. Bestimmen wir daher w mittelst dieser Gleichung, und 
berechnen dann die entsprechenden Werthe der Grössen G und cp, cp, y mittelst der aus dem Vorher¬ 
gehenden bekannten Formeln, so haben wir nach 22) für die Coordinaten x , y , z des gesuchten Ortes die 
folgenden Formeln : 


29) 


x = X — 

0 = 9 — 
~ = 3 — 


« G + £ 2 J rf) s X 
1 -f- s 2 cos X 3 
a G + £ 2 $ cos x 
\ + e 3 cos x 2 
a G + £S S cos X 
1 + £ 3 co $ X 2 


cos cp, 
cos cp, 
co * 


woraus dann ferner die Länge L und die Breite ( I> des gesuchten Ortes nach der im vorhergehenden 
Paragraphen gegebenen Anweisung gefunden werden können. 

Lässt man die Zeit X sich stetig verändern, so kann man mittelst der vorhergehenden Rechnungs¬ 
vorschriften die Gurren auf der Erdoberfläche ermitteln, wo eine Berührung der beiden Weltkörper im 
Horizonte gesehen wird. 

Betrachtet man die Erde als eine Kugel von dem Halbmesser u, so ist £ = 0, und die Gleichung 28), 
aus welcher m bestimmt werden muss, nimmt also in diesem Falle die einfache Form 


30) 1— F 2 + F 2 = 0 oder F 2 — F 2 = 1 

an; die Coordinaten ,r, //, z des gesuchten Ortes sind aber: 

i x = x — (i G cos cp, 
y — et G cos 6 , 
z = 3 — a G cos y. 


Diesen Fall der kugelförmigen Erde wollen wir nun zuerst etwas näher betrachten. 
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Die Gleichung 30), aus welcher in diesem Falle o> bestimmt werden muss, ist nach ID) und 23), 
wenn man die dortigen Ausdrücke von Fund G in dieselbe einfiihrt: 


— (r 2 + 9* + 3')* + C~)r)' 


Vifoi -ufiY-r(gh t — h, J\Y H- (*/i —ßt) ! CQS w 


E 




Cf- - /i) r + 1 9 — ffi ) » + (/« — h i )i |- y 


= 0 . 


mul aus dieser Gleichung ergiebt sich für cos io der folgende völlig entwickelte Ausdruck: 


32) COX (O = - 


E {Cf— fOi+Cn — ffi)9+(A—*i)i} V ,_ ( r /./ 1 ) + E V %3 


+ V 3 + ä 3 — 


V(fui—ot\y + (o /i i — -f cm —7m 3 


Wegen des doppelten Zeichens in dieser Formel, und weil to nur zwischen den Grenzen 0 und 360° 
eingeschlossen ist, führt dieselbe offenbar im Allgemeinen immer zu vier Werthen von to. Für a G erhält 
man nach 23) den folgenden Ausdruck: 

oG= + j/r + tr + r — 

und zur l{estimmung der Coordinalen x , y . z hat man daher die folgenden Formeln: 


33) 


x — x + cos y Y r + tr + 3 2 — « 2 , 
y —X) + cos »ji Y r + f + y — « 2 . 


— 3 + cos y Y f" 4- 9* + 3 * — 0 • 


Die Gleichung, aus welcher <o bestimmt werden muss, wollen wir nun auch lur die ellipsoidische Frde 
weiter entwickeln. Zu dem Ende führen wir diese Gleichung auf ihre ursprüngliche Form , nämlich auf die 
Form 

COS y 2 -f- cos ’p 3 COS X’ 

« 2 b 2 


-( 


oder auf die Form 


r cos -p — l) cos - (|> cos / — ^ cos *p) 2 -j- ($ cos y — r cos y ) 2 

a 2 / « 2 b 2 


6*— (r* + 9 S + ä 3 ) /!■ ms y ■)- v cos (- 5 cos y 


= 0 . 


a 2 b 2 


+( 


ab 

/I 1 \ t <> /r cos cos y\ 2 

-b-p)r*z'+( — 


1- 5 CM ~/. y 1 

>=o. 


zurück. Führt man nun in diese Gleichung für cö<s* cp, cox ^ » £ 06 * y die Ausdrücke Cap. V. §. I, Nr. 5) ein, 


so erhält man die Gleichung 


»=t^) 


E v* 6*-(** + *• + »*) 




4 . J__ j +»[ C4 1 + ;[■•! B 1 (f- ff) » + (ff - ff,) 9 + ( A -ft,.) 3 ] f r - r, 

«* ,(i | E \ A- + ü- + C 3 ’ r — r > V J j 

[A/t] , ) 

eVa* + &T& r ~ r * Ce)) I 


( 1 - 1 ) 

V a* r -) 


L jy[CA l-» [«g] /g. - af, V t 

a 1 | £ 4 - i;3 h c 3 r — r i Ce) 


Deukscliriften der malhcin.-naUmv. CI. VUl. IM. 


22 
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Nim isl aber nach bekannten Relationen: 

A- + B 2 + C' = PE\ 

X [i? C] -f- \) [CA] -f- 5 [„ I II] = PE cos o) , 

[.4 B]= E { (ft/, — (/f ,) E sin u> — W cos io j. 
x[CA] — i)[BC] 

— (V' — h ,) P sin io -f- { (/*—/',) X + (fj — {/,) 1) + (h — //,)3 | { (/'//, — i/f,)Ecos io -f IFs/wio 
wo E , P, W ihre aus dein Obigen bekannte Redeutung haben. Setzen wir nun der Kürze wegen noch 
d4) J = (f j\)x + (fl (! i) 9 + U> h ,) 


so wird: 


C \UC\ + i> \CA] + j ß] VP 

- 1 - - TT f '0S (0 , 

E y A - + 11- + C 3 E 

[ AIi \ fg, — uf i . ii' 


E 1 A- + ß- + C- 


V /' 


S/W <0 


E V P 


COS 10, 


r[(M]-i>[ße] {{h — h,)YP J IV 


{füi 


, _ = ' - r- - - 4 - — ■ . ■ (sin io -]- - . -— cos to; 

E V A~ -t- ß* + C s 1 E-Y P] ' EY P 

und daher unsere obige Gleichung: 

E .2 J2_ (t 2 + 1)2 + 8ä) 


0 = ( ——— ) 
V r — r, / 


a 2 b 2 


, 1 \VP , J \r fr~r* 

+ l cos w H- V 1 — ( — tt~ 

fr 6 - ( E r — r, V £ 




\fa,-gfi . i' 7 

| ~ sinta — Wyp 


COS <0 


+^V«-(t s )*F 


+ 3* 


1 ) \{h-h x ) V P J XV ) 


E 2 


£= F 2* j 


sm co 


EY P 


cos cd - 


ffft ~ 


r - r, 




Der von sin co und cos co unabhängige Tlieil dieser Gleichung ist, wie man nach einigen Reductionen 


leicht findet: 




r--(r 3 + 4 + r) 

a 2 b 3 


+ «5*5 \’ r ~ + «’ I «*( h hi f + ( f!h —9h )'(} j(,. -) — (^) }' 

Der Factor von sin co ist: 


2 Ä ■ ^r 1 \* » -«-F«*-* J'' + •' ""i! V fcb;)’- (4)'- 

Der Factor von sin co 2 ist: 

{«*(ß,-#/•.)’ + f k* — ./»F r}- 


Der Factor von cos io ist: 


a" b“ EVl 
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Der Factor von cos to 2 ist: 


i«’»" i- du, -fr.fj'i }• 

Der Factor von sin to cos to ist: 


, t flh —ffl\ 
« 3 b 2 * PE 


n 2 W— — {(// — A,) 7 > + Jir 


£ 3 < v . ,y ' 1 ~ " M 

Also ist unsere obige Gleichung zur Bestimmung von to, wenn man dieselbe mit ic fr innltiplicirt : 

;u>) o = { b~ — (r + y + y ) } ) 

+ [r + e-\,y + itrir)' -(!■)’} 


os to 


+ TTvp II-+ c fü.-üf.yji ( V- (•<)*• 

■ *.)-f f-‘.) p + J>n |V(^y (|7-»i 

+ FE* \ p2 + e '{ttlV* 4- (fg i — U0 J-} | cosor 
— 2 -*,// - j«*Fr— ^ |(/l— /*,)i , + Jinf «MIO COS 03 

+ 7 {«’ (ft, -///',)■ + 4 j (/, - /,,) /' + ./DT)«/»»•. 

Wie Gleichungen dieser Art aufzulösen sind , ist bekannt. Man kann nämlich entweder 


s w to 


J — tuntf 4- o) 3 . 2. {««</ 4- w 

co.s* to = -——- , am to i — 


I + tan ff w 2 ' ! -j- tany \ w 3 

setzen, wodurch man eine Gleichung des vierten Grades mit der unbekannten Grösse lang l / 2 to erhält. 
Oder man kann die Grösse auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens in 35) in zwei Faetoren von der 
Form 

x -f- X cos to -)- [j. sin to . x, + ^ cos to -}- p., sin to 

zerlegen, wo x, X, ja und v . { , X,, ja, allein aus den Coefficienten der gegebenen Gleichung bestimmt werden, 
was dann zu den beiden Gleichungen 

/ -(- X cos to -)- ja sw to = 0 , Xj -j- X, cos to -f- fx, sin to = 0 

führt, aus denen to leieiit mittelst eines lliilfswinkels auf bekannte Weise bestimmt werden kann. Beide 
Methoden führen auf die Auflösung einer eubisehen Hiilfsgleiehung ; indess scheint die zweite Methode etwas 
leichter zu sein, als die erste. 

Hat man to auf diese Weise gefunden, so ergeben sieh .i\ : mittelst der Formeln 29), wie schon 

aus dem Obigen bekannt ist. Führen wir indess e statt £ in diese Formeln ein, so erhalten wir: 

r (1 — e 2 ) « Cr -j- e z i cos x 

X — X --- ZTZTTTTH - ros 


30 ) 


i — e~ sin x 3 

(1 + cos-/ . 

IJ = 1) --;-- -- COS ii , 

J 7 1 — e~ sin x~ * 

( I e 3 ) a G -J- e 3 $ cosx 
z = ] — ---—— - cosy; 

\ — er sin x m 
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37) 


/ .<• 
« 

y 

a 


\ « 


(1 — <» 3 ) 6? -f e z - ros x 


« 1 — e z sin x 2 

»> (i—e s jG + e 3 ^eo«x 

ft 1 — *» a SIM X 3 

5 (i— p 3 )G + e 3 ^cosx 

« 1 — e 3 sin x 3 


Cö« ^. 


COS ^. 


ros y. 


§■ 4. 

Man kann sich auch die Krage vorlegen, welche Orte auf der Erdoberfläche in dein absoluten Zeit¬ 
momente, das wir liier immer ins Auge fassen, eine Berührung der beiden Weltkörper im Meridiane sehen. 
Diese Frage lässt sieli auf folgende Art beantworten. 

Wenn nämlich die durch die Gleichungen 

• y — r y - * s — X 

cos y cos tp cos x 

cliarakterisirte gerade Linie in dem Meridiane irgend eines Orts auf der Erdoberfläche liegen soll, so muss 
sie durch die Axe der z gehen, was die Bedingungsgleichnng 

oder r cos cb — » cos cp = 0 

cos y cos y 

gieht. Nach 10) und 24) ist diese Bedingungsgleiclnmg: 

(Ar + ß» + Cj) (/« -h t ) - C { ( /•-/•,) r + (g- g.) 9 + (/< - * , M j 

£j/ A- + ß- + C 3 (_ 0 

Bekanntlich ist aber: 

Ax + + C ’3 = — |/V/, —f//\y + (///', —+ (hfl—fh0*1 s >» ">• 

K a + 7c + c 2 = eV (frjy — (if t y + (f]h i — h(j { y + (///; 

(7= {(/—/',) (///', —/■//,) - - (</ — </.) GO'i — /"/Ol «» «# + (fffi—f/fi) E cos <»>: 
folglich die ohige Gleichung: 

r V {f(h _ g 0 + C(///1 _ , //7l y + (/,/-, _ /V/,7. V , _ 

= j (ä - //o i (f<h - ufy + o//l - %.)* + (/*/■. -ß>y i ) sin (0 

I +lf/'-/'i)Wr ßd — Cg—gd (.ghi—hgi')\ {(/*—Mx + Cg —,</09 + (/* — 3 l' 

+ (ffh — ,!//i) E { (/ — / 1 ) * "h G? — ^i)9 (ä — ^ 1 ) 3 } to * 

Berechnet man nun den Hiilfswinkcl co mittelst der Formel: 


3 8) Zu//// 03 = 


(// — ä.) {(///. ///0 5 + (///'1 — i'ih f + C'/i —ßt)'} \ 

+ \if— f't I (7</’i — /'/(,) — (g — gi) (</Ai — /iffi) 1 {(/'— /j) »• + (g — ,'/i) y -i- (/1 — A|);} ) 


l/Vi —uf\)K { ( f— f t )* + Ui — !h ) 9 + (/< — /»,) jj 
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oder mittelst der Formel: 
39) 


taug co 


(f -/'.) (/</. - ft,) - (g - üi) (ai<, - ha,) 


(fo,-ot\)E 
(h — M {(/'ff—.7/V)- + ('//<i — h/),y- + (/< /•, — ß,yj ' 

(fa, —af,) e {(f—f,) x + (</ — </.) v + (/* — Ms} ‘ 


so erhält man zur Berechnung von w die Formel: 


. -v _ V(fax — ff/i) 3 + (ah, 

40) cos (co — co ) = cos co - 


hg,r + (hr,~rh,r 


(f — t\) x + (ü — 9t ) 9 + (h — t'i) } 


vW 


1 . 


Mittelst tler Gleiehungen 39) und 40) findet man co, und wie man dann weiter die Coordinaten 
.r, y, z des gesuchten Orts findet, unterliegt nach dem Obigen keinem Zweifel, und bedarf hier keiner 
weitern Erläuterung, Auch über die Beantwortung aller andern Fragen, welche hier noch aufgestellt werden 
könnten, ob z, B. die Berührung über oder unter dem Horizonte des Orts {>vyz) stattfindet, ob dieselbe 
dem Anfänge oder Ende der Bedeckung, dein Anfänge oder Ende der ringförmigen Bedeckung entspricht, 
ist schon früher bei anderer Gelegenheit *) alles Notlüge gesagt worden, was hier in ganz ähnlicher Weise 
Anwendung findet, und daher nicht wiederholt werden soll. 


Von vorzüglicher Wichtigkeit ist es nun ferner, die Zeiten kennen zu lernen, wo die Erdoberfläche 
von den die beiden Weltkörper einhiillenden Kegelflächen berührt wird, und die Orte auf der Erdoberfläche 
zu bestimmen, wo diese Berührungen stattfinden. Denn es leuchtet ein , dass man dadurch zugleich die 
Zeiten des Anfangs und Endes der Bedeckung auf der Erde überhaupt, auch die Zeiten des Anfangs und 
Endes der ringförmigen Bedeckung auf der Erde überhaupt kennen lernt. 

Wir wollen diese Aufgabe zuerst unter der Voraussetzung auflösen, dass die Erde eine Kugel sei. 
Unter dieser Voraussetzung wird in dem gesuchten Zeitmomente der Ort (.r^;) auf der Erdoberfläche, wo 
deren Berührung mit einer der beiden einhiillenden Kegelflächen stattfindet, offenbar eine Berührung 
der beiden Weltkörper in seinem Horizonte sehen, und zugleich wird die durch die Mittelpunkte der beiden 
Weltkörper gelegte Ebene, in welcher die durch die Punkte (n; ( $), (A YZ), (A", Z,) gehende 

gerade Linie liegt, dureh den Mittelpunkt der Erde gehen, d. h. es wird cos u)= ± 1 , sin io = ü sein. 
Man wird also die Gleichung, aus welcher die gesuchte Zeit % bestimmt werden muss, linden, wenn inan 
in der Gleichung 



( 

V (f!h ~ 9 f,y- + (g h , h g t )- + ( h /• fl ,, )- 

F 

1 ( 


I Ij 


* j I 

| ; (f~ f,(x + (g— ff, )» + (/< — A,)5 \f , (r - r,y 


1 

; + v t e ) 


}=ü. 


welche uns uns §. 3 bekannt ist, cos m = + 1 setzt, was die Gleichung 

(f—f,)x + (g — '/<)» + (* — Ms y | 

V (Ja i — af, )■ + (gh, — kg t y + (ä/; — //<, i- l 


(t“) 0" -f 9' + F — “’) - 


M. s. Denkschriften. Band VII. 
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also die vier Gleichungen: 


4t) 


(/'— fi) X + (g — gi) » i- — ;, i) i — (1 _ |j.j ’ I 

\ _ K — 9 fi > J + (g^i ~ *gi') 8 + (/t/~i — /V«i) 3 | 

J ' E 

I (/'— /'■) r + (g - -gl) » + ( 7 < — ^i) i 

1 TfÜi — .'//V)" + ( g h1 — A»|) S + Wfi — 


+ 


Kr + r + r— «* 


1 / 9 ,9,9 9 

= ±—— Kr + t;~ + r — 


giebt, deren zwei erste dem \\ ertlie co.s <o= -j- 1 , die zwei letzten dem Werthe cos to= — 1 entsprechen. 

Da diese Gleichungen in Bezug auf die Zeit £ als unbekannte Grösse, von welcher /*, g, h und 
f\ , (ja h { , und daher auch A\ je, 9 , 5 abhängen, transeendent sind, so ist deren Auflösung nur durch 
Näherung möglich , und man muss sich dabei der hinreichend bekannten Näherungsmethode bedienen, 
deren weitere Erläuterung nicht hierher gehört. 

Fiir cos 10 = + 1 ist nach 23): 



\(f— fi) * + (u — 9i) V + ( h — A i) 5 A /~i f ~ 1 T/gi g/i)' + (» Ä 1 - %t) 3 + ('‘ft ~ ßi)' | 

j — --737;- > 1 — l-£-j + - e - r 


also nach den beiden ersten der Gleichungen 41) mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf 
einander: 

42) „G= ± Kr + 17 + 7 — « 2 - 

und folglich nach 31): 

i .v = X + ros® Vr 4 - K 4 - 3' — tf, 

^*’) y =+ cos 'l> Kr -f v 2 + y — « 3 , 

I _ f / 9 “J " 9.9 9 

: = j h- cos y y X ' + + j’ 


wo, wegen cos m = -f- 1 - «w co = 0 , nach II): 
>• — »\ \ f— fi 


\ 


COS CD 


A 




J \ • £ ir -r, V I — ( yH E¥lf„-tr,f 


(g — gl) (/g< ~ g/'i) ~ ( /j ~ 7 'i > ßf i ~ f h i ) 

£ K (/gl —!lfi)~ + — /l gi )■ + C* 7 » - fhi ) s 

(/<-/<,) fg A, -/«g,)-( /- /7 (/>/, g/7|_ , 

+ (gAi — /ig,) 5 + (A/i — /'*i) s (‘ 


r — r, ( /t — /<. ^ / 

<•“/= £ ■ -v— Vi (-V0 


(/■—fi) ( /i /’i — / 7, i) — (g—gi) (g A t — 7, gi) 


£ K(fgi — gfi) 4 + <g /( ! —h'Ji) z + (Äfi 


'l — «gl) 1 
; -f/<i) 2 < 


ist. 


Fiir fos w = — I ist nach 23) : 


M ß_ ), — r . ) (/■—/i)r + (g — gi)9 + (A — ; «i)ä V/j _ /• !• — 1-, \ 3 _ y (/<?! — gA~F 

A ( r — r, VA/ 


i/A) 3 + (y^i — %i ) 3 + (Vi Ai ) 3 ( 


A 


T 


also nach den beiden letzten der Gleichungen 41) mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf 
einander: 

43) „G=±K?T tf+T--u\ 

und folglich nach 31): 
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i' x = X + VdS <p yX' + f + Y — 

4<>) y = 1) + COS <{l y r + l/ ; + y — (C . 

(3 = a + «■«* /. K r + r + j* — <> l : 


COS cp 


47) 


J7M* / 


= — 1, 

sin 0 ) : 

_>■— r, \ 

1 f ft 

E 1 

[ r — r x 

r - j 

y — y i 

E i 

r — r, 

_ r — r, | 

\h — h x 


ist. 


1 — (~^) + EVü%=äl\r 


(o —9t) (fv< - oft) ) h — l>t) (A/1 fh t ) 


1 — (“F 1 ) + ^V(fih-ni\f 


+ (J h , h <J\Y + QD’t — f h i)~ 
(/i — /(,) — flffj (f—fj) (/g, gf\) 

lgh~l, gi Y + (A/i -/■/«,)* 


* 1 £ ) 1 £ |/ (füt — oft Y 


(f—fl) (hfl — f h I > (g — ffi ) —hg x ) ) 

+ (gA|-/'g, ) 


Wenn inan die Erde als Ellipsoid betraelitet, so wird die Auflösung der vorhergehenden Aufgabe viel 
weitläufiger. Die zu erfüllenden Bedingungen sind dieselben wie vorher, mit dein Unterschiede, dass die 
durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gelegte Ebene, in der die durch die Punkte (XYZf), 

(AI Y.ZJ gehende gerade Linie liegt, nicht durch den Mittelpunkt der Erde, sondern durch die Normale 
des gesuchten Orts (x*yz) gehen muss. 

Weil aber 


.r* + ir 


+ 


— 1 oder 


— 1 = 0 


isL so ist, wenn wir die Grösse auf der linken Seite des Gleichheitszeichens in dieser Gleichung durch s 
bezeichnen: 

d x s 2 ,r (1 y s 2 y d z s 2^ 

d x a l 7 d y (r 7 d % fr 


wo die Differentiahpiotienten partielle sind. Also sind, wenn wir die veränderlichen oder laufenden Koordi¬ 
naten durch (.r), (y), (:) bezeichnen, 


oder 


(*) — * r 



(y) — y _ (X) — - 

2 y 2 %^ 

1 


(r \ Qr) - x j _ (t z \ (y) - y) _ fr* { 0) * } 

.r y % 


die Gleichungen der dem Punkte (xyi) entsprechenden Normale des Erd-Ellipsoides. Weil nun die durch 
die Gleichung 

A(x) + Il(y) + CY) + D = i) 


charakterisirte Ebene, wo A . Zf, C, D die aus Cap. I, §. 3, Nr. 19) bekannten Werthc babeu, durch 
den Punkt (xyi) gehen soll, so ist 


A { Cr) — .r } + ß f 0) - y } + C { (;) — * } = ü , 


und folglich, weil in dieser Ebene die Normale des Punktes (xyz) liegen soll: 




für jedes (x), also 





























./. As GrtmerL 


17 (> 


oder 

!L + ßy) + 6 ’: = (I — e ! ) (Ar - By) -+- T: = 0 . 

oder 

48) A.v -f By + Cz — e l (,4.r + By) = 0 , 

welche Gleichung- mit der Gleichung- 35) in §. 3 zu verbinden, und die Rechnung auf folgende Art 
zu führen ist. 

Man lasse sieh % stetig verändern *), und bestimme für die einzelnen Werthe von £ die entspre¬ 
chenden Wertlie von <o mittelst der Gleiehung 35). Hierauf berechne man den Werth von a G mittelst der 
Formel 23), die Winkel 9 , 7 mittelst der Formeln I I), die Coordinaten .r, /y, z mittelst der Formeln 

29) oder 37), und die Grossen A, Zf, C mittelst der Formeln Cap. I, 3, Nr. 19). Nun führe man 
die gefundenen Werthe von .r, //, z und A , Z>, C in die Gleichung 48) ein, und sehe zu, oh dieselbe 
erfüllt wird. Die Werthe von % und x , y , : für welche dies der Fall ist, sind die gesuchten. 

Leichter als das vorhergehende Verfahren scheint mir aber das folgende zu sein. Man bestimme 
zuerst nach der oben gegebenen Anweisung fiir die als eine Kugel betrachtete Erde die Zeit % und die 
Coordinaten .r,y, sowie auch aus den letzteren auf bekannte Weise die Länge und Breite des Orts 
(.r^r). Dann wird es nie Schwierigkeiten haben, die kleinen Veränderungen zu ermitteln, welche die auf 
diese Weise gefundene Zeit, Länge und Breite erleiden müssen, damit die in den Denkschriften, Band VII, 
Cap. III, §. 8, Nr. 1, aufgestellten drei Gleichungen vollständig erfüllt werden; denn die Zeit, Länge und 
Breite, für welche dies der Fall ist, werden die gesuchten sein. Diese letztere Auflösung unsers Problems 
in dem Falle der ellipsoidischen Erde scheint mir unter allen die einfachste zu sein. 


§• 


<). 


Wir wollen nun den Ort auf der Erdoberfläche zu bestimmen suchen, der in dem gegebenen absoluten 
Zeitmomente, welchem die Sternzeit % entspricht, eine Berührung der beiden Weltkörper als Maximum der 
Bedeckung sieht. 

Sei (.r y z) dieser Ort und A 1 die demselben entsprechende scheinbare Entfernung der beiden Welt¬ 
körper von einander, deren Entfernungen von dem Orte (.r y :) durch p 1 und p‘j bezeichnet werden sollen, 
Alles natürlich auf die Sternzeit £ bezogen. Dann ist 


49) 

Setzen wir nun der Kürze wegen 


cos A 1 = 


+ Pi ^ F ji 

V pi 1 


50) 


$ = ■ 


a G + e 2 'S. cos x + a ]/ i — F~ - f- (i & -{- e 3 (cos 


F* 


IF) 


i -J- s 3 cos y~ 


wo «lie Ausdrücke von F, G, U und cos 7 durch to aus §. 1 und §. 2 bekannt sind; so ist nach 22 ): 


51) 


— r __ y — 9 __ ~ ~ \ _ 

COS y COS $ COS X 


x ) Wie man diesen Ausdruck. <). Ii. eine stetige Veränderung, bei Niiherungsrcchnungen zu versieben hat, bedarf hier keiner 
weiteren Erliiulerung. 
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und mau muss nun offenbar to so bestimmen, dass 


3? = ° 

ist. Ist dies geschehen, so ergeben sich die Coordinatcn x, g, i des gesuchten Orts mittelst der vorher¬ 
gehenden Gleichungen 51) von seihst. 

Ans der Gleichung 49) ergiobt sieh 

2 p 1 p,‘ cos A‘ = p* + p,‘ — E ä , 

also 

+ mvA (P TF + P*7xJ-P 7s P 1 T? rfT ’ 

r/A 1 

folglich für —p^- = 0, wenn man zugleich für cos A 1 den Ausdruck 49) einfiilirt, nach einigen leichten 
Reductioncn: 


S2) 
oder, weil 


| r 1' |" | E t 2\ ^ P* , 1/^1 |~ | ^Pl* o 1 ( /.'» ^ _ (k 

Pi Cp —Pi -+ E ) + P Cpi p + E ) y~^-~P Pi 

f / - p/ + E 2 = 2 p 1 (p 1 — p\ ms* A 1 ), 
pi‘ - P 1 ' + E ! = 2 p,‘ Cp , 1 — .o 1 cos A 1 ) 


ist: 


83) 

Nach 51) ist 


(p 1 - P*, <»» Ä')g + (p\ - 1' «w 4-)^-ßJ5 = 0 . 

,r = r 4- ^ ros Cf . y == i; -f 93 cos <J», jr = 3 + 93 ros y : 


also 


./• — f = X — /'+ 93 cos cp. und .c — /*, = r — /', + 93 cos cf. 

3 / — g = 9 — g + $ cos <j>, y — g 1 = 9 — 3/1 + 93 * 

X —h — l — // + 93 ros /; X — /<■ = 3 — A, + 93 cos Z : 

folglich nach bekannten Relationen : 

p ' 2 = 0 -/T + 0 i-fff + ( 3 -**) + 93 2 

+ 2 93 1 (x — f) cos Cf + (t; — g) cos ^ + (j - A) cos y } 

p/ = ix-fi? + (9-i/.) 2 + (3-Ä.r + 93 2 

+ ~ 93 {0 — fl) cos Cf -f (9 — .</,) cos A -f (5 - A.) ros / } 


= (^’+v-^v'-re)' 5 

also, wie man leicht findet: 

/=r+j¥_. r :?-VT-(^)*f 


— i (i — r i jir + 1 r JL — v i 


T 1 )' 


DtMiksoliriflen der inutheui.-nalurw. CI. VIII. ßd. 


23 
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(r~r,)V) J 


I 




Setzen wir 
54) 




so wird: 

55) 
Es ist 


=^Vh^)’, 

/ = r* + (*ß — r Ö) 2 , p/ = »V + 0ß — r, &) 2 . 


P —Pi 


Pi - Pi' 


= £$*•-*»* V i (-/-)' 

= I±lL FJ — 2^e\ 1— 

r — >* t y L J 

= g=£r+***V i-Rr)' 

= - £ir + i-(^f* 


also: 


,/ -(,,■’ + £■ = *ßt^ß-«Vl-(V i )‘l 

Pi 1 * — p'* +£ i =-2ßS 7 ^-c-*V '-p^y! 


daher wird die Gleichung - !>2): 


Pi 




l !il 


i \ 




Es ist aber nach 55): 




A 1 f 1 

’P Pi 


rf'l? r/CK 


dE 

d~i 


*■&-«-*£» (H-* St) 


yJ 


und nach 54): 


also: 


A” = o - »o* (i + s 2 ) , V i - (^) ä = 


VT 


— £— «ß Vl — Ppf = ^IL±S=^-, 

- g y h J y 1 + c.= 

-i- fi - $ v I - RP)' = ^ 

r — r, v /> / 


,(i +C*)-< 8 ! 
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auch ist wie man leicht findet: 

dE _ (r-r,) O rfO 

d $ |/ i~+Qs rf £ 

Folglich wird unsere obige Gleichung : 


-p' ! 0P-,-,O)| ri (1 +e’)-$0|g|-f,i|) \ = » 


oder 


Setzen wir nun 
50) 


so ist 

und nach 55) 


2 2 <( r\ 

— 0—»*i)p p,‘ n- 

Pi* (?J — »•£!){»■ — (Sß — rÖ)D}y —i- - r : 

- p'* («P - r, Ö) {r,— 0ß —r, Ö) ß} g| - r, f = 0. 

-0— ro/p/ß^f 

il = «P — rÖ. 11, = $ — r.Ö: 

(r — i-,) <P = rll, — r.ll, (r — r,) JD = II, — 11 

p'W + lt*, p,'*= r, 2 + U, 2 . 


Also ist die ohiprc Gleichung - : 


rfll 


; = 0. 


n (/•,-+ u,0 0 - + u cn—H,)} — 

- 11, (r 2 + U 2 ) {r, (r — r.) + U, (U - U.) } ^ 

- tu - n.) (r 2 + U 2 ) (r, 2 + ll, 2 ) 

folglich nach einigen leichten Ueduetionen: 

0-11, r, 11) | r + 11,’) - r, (r’ + 11’) ^ j = 0. 


Wollte man nun 

87) 


rllj - r, U = 0 


setzen, so würde dies nach dem Obigen (50) ^ = 0, also x = X, g = 9, t = fl £cben, und es würde 


folglich 




sein, d. h. die Spitze der die beiden Wcltkörpcr cinhiillenden äusseren oder inneren Kegel Hache würde in 
dem in Hede stehenden absoluten Zeitmomente in der Erdoberfläche liegen, was man daher in jedem Falle 
besonders prüfen muss. Im Allgemeinen ist aber die gesuchte Bedingungsgleiclmng: 


58) 


+ U,’)s -'•,<>' + 1!’) 
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Zur Auflösung unserer Aufgabe bedient man sich nun dieser Gleichung auf folgende Weise. Man 
lässt co sich von U bis 360° stetig verändern, und bestimmt fiir jedes io sowohl in Bezug auf die Zeit £, 
als auch in Bezug auf eine davon um ein Geringes verschiedene Zeit, die Werthe von ^ und mittelst 
der Formeln 50) und 54), und dann die Werthe von U und 11, mittelst der Formeln 56). Dann wird man 
leicht die den in Bede stehenden Werthen von co entsprechenden Werthe von 


du 

d% 


und 


d ll, 

Ivx. 


wenigstens näherungsweise berechnen können. Führt man nun die der Zeit £ entsprechenden Werthe von 


U, U, 


und 


dll 

dx’ 


d ll, 

dY 


zugleich mit den Werthen von r 9 r t in die Gleichung 58) ein, so wird sieh zeigen, ob dieselbe erfüllt ist 
oder nicht* Diejenigen Werthe von co, fiir welche sich diese Gleichung erfüllt erweiset, sind die gesuchten, 
und die Coordinaten .r, y , z werden dann mittelst der aus dem Obigen bekannten Formeln : 

x = r + cos cp, y = \) + cos , z = j + cosy 
erhalten; aus diesen Coordinaten ergeben sich aber ferner L und <1> auf bekannte Weise. 


Wir wollen jetzt die Orte auf der Erdoberfläche bestimmen, wo in dem in Bede stehenden absoluten 
Zeitmomente, welchem die Sternzeit % entspricht, die Bedeckung central ist. Zu dem Ende bezeichnen 
wir die diesem Zeitmomente entsprechenden Bectascensionen und Declinationen der beiden Weltkörper durch 
a, o und a,. o,, und ihre Entfernungen von dem Mittelpunkte der Erde durch p und p,. Dann sind 

f jcosolcosq , und p, cos «j ros 2, 
p siu a ros 2, p, sin a, cos 2, 

p sin 2 p, sin 2, 

die Coordinaten der beiden Weltkörper in dem in Bede stellenden absoluten Zeitmomente. Sind nun 

x = 3t ? + 2? , y = 3t, z + 23, 

die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gehenden geraden Linie in demselben 
absoluten Zeitmoniente, so ist 


und 
also 
und 
so wie 


p cos a cos o = 31 p sin 2 + 2?, p s/o a ros 2 = 3t, p «iw 2 + 2?, 

p, ros «, cos 2, = 3t p, s/o 2, + 93, p, s/o a, ros 2, = 3t, p, sih 2, + 2?, : 

r *— p ros a ros 2 = 3t (: — p s/o 2) , y — p s/o a cos 2 = 3t, (: — p s/o 2) 

x — p, cos a, cos 2, = 3t (z — p, sin 2,), y p, sin a { cos 2, = 3t, (z — p, sin 2 f ): 

p cos a ros 2 — p, ros a, ros 2, = 3t (p s/o 2 —p, s/o 2, ). 
p s/o a ros 2 — p, s/o oc, ros 2, = 3(, (p sin 2 — p, sin 2,). 
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folglich sind 
59) 


^ p cos a cos o — p. cos x* cos 6, . 

X p COS a cos 0 = -—-—- (Z © SW O) , 

' p sin o — p,smo, ' J 

^ ^ psinxcosd — p. sin a, cos < 3 , . 

/ y — p sin a cos o = -—-— - (z — p sw o) ; 

f 47 * p sin o — p t sm o t v * J 


oder 


(50) 


X — p, COS Ot, COS 0, = 


p cos a cos o — p| cos a, cos rj ( N . 

-;— -—- 0 — p, sin 0 ,), 

P sm o — p t sm 0j v ‘ 

p sm a cos r} — pj sm «| cos <3. 

y — Pi • S7 " a > ö > =- ,;w - 0 — Pi sin °«); 


p Sm 0 -pi Sm 0j 


oder, wie man leicht findet: 


x 


p cos a cos <3 — pi cos a, cos 5, p p t (cos a cos <3 sin <3j — cos aj sin 3 cos 3j) 


<;i) 


p sin o — p, sm Oj 


p sm o — p| sm o, 


p sm a cos <5 — pj sm Äj cos »3, p p, (sm a cos «3 sm 3 t — sin a, sm *5 cos o, ) 

^ p sin 3 — pi sm o f p sm rj — pj sm <?i 


die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörpcr gehenden geraden Linie. 

Aus den Gleichungen 01 ) folgt: 

.r+/ 

p 3 COS 3 3 + p, 3 COS 3j 3 — 2 p Pj COS (cc — Ä|) COS ( J COS Oj 
(p sm 3 — pj sin Jj) 3 

2 p pj {p cos <5 [cos o sin o, — cos (a — «,) sm 5 cos 3, j -f p 1 cos [sm 3 cos 3 t — cos ( a — oc t ) cos 3 sin r7 t J j 


+ 


(p sin 3 — pi sin 3j ) 3 

p 3 pi 3 [ cos o 3 sin 3j 3 -j- 3 2 cos 3j 3 — 2 cos (a — a,) sin 3 cos 3 sin 3| cos j 

(p sm 3 — pj sin 3| J 3 


Bezeichnen wir nun die Coordinaten des Durchsehnittspunktes der durch die Gleichungen 01) eharak- 
terisirten geraden Linie mit der Erdoberfläche durch x , y, i, so ist 


^L±Jl + * = i 

.» | ; m - 1 ? 

/(» ft 


was, in Verbindung mit dem Vorhergehenden, die folgende Gleichung zur Bestimmung von ; giel»t: 


1 = 


p 3 cos 3 3 pj 3 cos 3| 3 — 2 p pj cos (a — «|) cos 3 cos 3 t I 


1 + 6* f 


« 3 (p sin 3 — pj sm 3, ) 2 

2p Pi { p cos 3 [cos 5 söi Oi — cos (a — cq) sin 3 cos 3 t ] -f- Pi cos [süi 3 cos 3t — t‘ os ( a — a i) CÜS ^ Sl,i ^1 j } 


+ 


o 3 (p si/i 5 — pj sin rj t ) 2 

p 3 pj 2 | cos o“ 3 sin o“| 3 + sin <? 3 cos o 4 3 — 2 cos (x — «|) sin o cos rj sin Oj cos o t | 

« 3 (p sin <3 — pj sin Oj j 3 


Setzen wir jetzt der Kürze wegen 


und 


(52) 


( 53 ) 


cos 0 = sin 5 sin o, — cos (a — a,) cos o cos ö, 

I cos (T> = cos o sin o, — cos (a — a,) sin 5 ros o,. 
( cos cö, = s/h o ms 5, — ms (a — et,) ms o sin 5,; 
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auch wie gewöhnlich a 2 — 6 2 = s 2 b 2 , so bringt man die obige Gleichung zur Bestimmung von z 
auf die folgende Form: 


a 2 (p sin o — p, sin o ,) 2 = 


{ p 2 + Pi 2 — 2 p p, cos 0 + s 2 (p sin b — p, sin o ,) 2 j z’ 


Setzen wir: 

64) 

65) 


- 2 p p, (p COS O COS (O p| COS 0| COS Ö>,) I 

p 2 p, 2 ( cos 6 sin o, cos <b -)- sin o cos o, cos w,). 
I! = p \ 1 + s 2 sin ö\ R| = Pt + s* sin o, 2 ; 

n cos 0 -{- s 2 sin d sin 

COS 0 = — _ ; 

V (i -f- sin er) (1 + s 2 sin £, 2 ) 


66 ) 


sin D = 


ll+r sin 


, sin D, 




67) 


cos P = 


cos 0 cos OJ 


1 (1 + s 2 Hin 6 2 ) (i + s 2 sin 0 ^) 


COS P, = 


COS 0 . COS 01 , 


Y (1 + Hin ä 2 ) (1 -j- £ 2 süi /Jj®) 


so ist, wie man leicht findet: 

p sm 8 — p, sw 0 , = R 5 //? D — R, «m D,, 
p 2 + p, 2 — 2pp, ros0 + s 2 (p «// 18 — p, s*n 8,) 2 = R 2 + R, 2 — 2 RR, cos 0 , 
p p, (p eos 0 6-05 co 4“ pi cos o, ros fi>,) = RR, (p cos P T p, cos p.), 
p 2 p , 2 (cos 0 sin o, cos w -j- sin o cos o, cos ü>,) = B R, (p R, cos P sin D, + Pi R cos P, sin I>); 


folglich die Gleichung zur Bestimmung von z: 

« 2 (R sin D — R, sin I ),) 2 

= (R 2 -f R, 2 — 2RR, cos0)i 2 — 2RR,(p cos P -f p, cos P,) : 
+ RR, (pR, cos P sin D, -}- p, R cos P, sin 1)), 

oder auch: 



sin D 

h7~ 


sin I) t ^ 2 

R ) 


oder, wenn wir 


— (f + IT* “ 


1 2 cos 0^ 

n, 2 RUj J 


4> /p cosP 
~ v'n u, 



(‘OS 

H J % 


4 - (£■ cos P sin D, 4 ~ ■— cos P, sin D); 

Mi lij 


68) sin n = " sin II, = ■£- 

K K j 

setzen: 

69) [sin IT, sin D — sin II sin I),) 2 

= (sin II 2 4- sin II, 2 — 2 sin II sin II, cos 0) — 2 sin II, cos I ) 4~ sin II cos P,)^ 


leicht 


4- cos ] > sin I), + cos P, sin I>). 
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7 0) (sin 1P + sin II, 2 — 2 sin H sin ü, cos 0) ~ 

= - sin II, cos P + ^ sin Fl cos P, 

1 (“ sin II, cos P + sin II cos P, j 

-f- (sin 1P -j- sin II, 2 — 2 sin II sin n, cos 0) 

| (sin 11, sin I) — sin 11 sin D,) 2 — ^ cos P sin I), -j- cos P, sin I) ) | 


Hat man z mittelst dieser Formel gefunden, so erhält man x und y mittelst der folgenden. aus dem 
Obigen sich unmittelbar ergebenden Formeln: 


71) 


oder: 


x = p cos a cos o -f- 
y = [j sin a cos o -\- 


p cos a cos ä — p, cos a, cos o, 
p sin o — p, sin 
p sin a cos d — p, sin a, cos o, 
p sin ft — p, sin 


(: — p sin o). 
(s — p sin o); 


72) 


.r = p, cns a, cos o, -|- 
y = p, sin a, coso, -f- 


p eos a cos o — p, cos a, cos ö, 
p si« £ — p, si« *?, 
p si/f a cos c> — p, sin a, cos 
p so* ä — p, so* <?, 


(v — P, «MÖ,). 

(" — Pi «/w 3,J. 


Bezeichnen wir die beiden Systeme von Werthen, welche die durch die vorhergehenden Formeln 
bestimmten Coordinaten haben können, durch a:, ?/, - und .r, y, t, so ist noch zu entscheiden, weleher 
von den beiden Punkten (xyz) und (:ry;) die centrale Bedeckung wirklich sieht. Zu dem Ende ermittle 
man, was immer sehr leicht ist, ob der Punkt (xyz) zwischen dem Punkte (xyz) und dem durch die 
Coordinaten p cos a cos o, p a co.s 8, p o oder dem durch die Coordinaten p, cos a, cös o,, 
p, sm a, cös o,, p, sf/? o, bestimmten Punkte liegt oder nicht. Ist das Erste der Fall, so sieht (xyz) 
die eenfrale Bedeckung; ist das Zweite der Fall, so wird dieselbe von (xyz) gesehen. 

Die Bedingungsgleiehung, dass die durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gehende gerade 
Linie die Erdoberfläche berührt, also der Berührungspunkt die centrale Bedeckung in seinem Horizonte 
sieht, wodurch sich zugleich der Anfang und das Ende der centralen Bedeckung auf der Erde bestimmt, 
ist nach dem Obigen: 


73) sin H, cösP ^ sin TI cosP,) 

+ (sin ll 3 -f sin n, 2 — 2 sin II sin 11, cu$0) 

(sin 11, sin D — sin fl sin D,) 2 — cos P sin D, 


cos P, sin D 


> = 0 


oder: 


F- cos P sin D, 


= (sinYli sin D — sin II sin D,) 2 


— cos P, sin I) 

u i 


sin II, cosP I 1 s * n H cos t*i)~ 
sin II 2 sin II , 2 — 2 sin II sin II, cos t) 


74 ) 
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§• 8 . 

Wir wollen jetzt noch die Orte auf der Erdoberfläche zu bestimmen suchen, wo in dem absoluten 
Zeitmomente, welches wir hier immer in’s Auge fassen, die scheinbare Entfernung der beiden Weltkörper 
von einander die gegebeue Grösse A 1 hat. Diese Aufgabe kann, wie es mir scheint, am einfachsten und 
elegantesten auf folgende Art gelöst werden. 

Die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gehenden geraden Linie sind 
bekanntlich 

.r — f y — ff * — h 

/' — /i 9 — 9 1 k—h, 

oder 

* — f i 9—9 t K 

f— ft 9 — 9t h — h t ' 

und die (Joordinaten des Mittelpunktes der Entfernung E der beiden Weltkörper von einander sind: 

g(/ + fi)' -1< (ö + öd' H 7 ' + 7/ J- 

Die allgemeine Form der Gleichung einer durch diesen Punkt gehenden Ebene ist 

L{x — W + fd\ + M\y-Uo + ud ! + £0 + //,)} = 0. 

Soll diese Ebene aber auf der durch die Mittelpunkte der beiden Wellkörper gehenden geraden Linie 
senkrecht stehen, so muss nach den Lehren der analytischen Geometrie bekanntlich 

L _ M _ iV 

f~f\ ü — ü\ h — h t 

sein, und die Gleichung unserer Ebene ist also: 

Cf /i) \ x i (/* + /j)} + Ü7 — //j) {y — h (// + f/t)\ + (A h\) i : — i(A //,)} = (j, 

oder, wenn wir der Kürze wegen 

2 K= Cf—fd Cf + fd + Cs—ad Cs + fjd + (A - Al) (A + A.) 

setzen: 

Cf — fi) x + Cs — fh) y + (A A,) z = h . 


Die Gleichung einer beliebigen durch die beiden Punkte (fy/i) und h\) gelegten Ebene sei wie 
ge w öl in lieb 


Ax + Ihj +Cz + D=0 

oder 


l(.r —/•) + /;(// </)+ C(Z - A) = 0, 

Ä(x—ft) + li(ff — öd + C(z—. ä,) = 0: 

WO 

A (f -/•,) + n (ff - fft) + C(h — ht )=0 

ist» 


Die Coordinnten eines Punktes in der gemeinschaftlichen Durchschnittslinie der beiden vorher¬ 
gehenden Ebenen, welcher von dem Mittelpunkte der die Mittelpunkte der beiden Weltkörper mit einander 
verbindenden geraden Linie eine gewisse gegebene Entfernung P hat, sein r 0 , t; 0 , j 0 ; so hat man zur 
Bestimmung dieser Coordinaten nach dem Vorhergehenden die drei folgenden Gleichungen: 








Theorie der Sonnenfinsternisse , der Durchgänge etc. 

(f fi) Xo + (ff ff\) tyo + (h — ^i) io = Äi 
^ (To -/•) + /? 0; 0 - flr) + Cöo — h) = 0 , 

{*■ — |(/'+/i)} , + Ivo — |^ + flr.)}’ + {3o — K A + Ä-)r = ^- 

welche man auch auf folgende Art ausdriicken kann: 

(/-/■.) {r„ — i (/■+/•,)} 4- (?—*.) {fc — K-7 + -7,)} + (Ä — A.) la. — I (A + A,)} 

4{*o — g(/’ + /’t) g(/ — fl)\ I 

+ ß{9> 0 — §0/ + <7i)—1(</ — </i)} / =0, 

+ 6 ' { jo - I (A 4- Ä|) - 5 (A - Aj) } ) 

g(/ 4~ /i) } 2 + { 9o | (ff + fft .)}" + {-Jo — | (A + A|) }' = ^ 2 ? 
oder, wenn wir der Kürze wegen 

£> = *o g (/* 4" f l) ’ 

S)o = 9o — |0 4- # 1 ), 

3o = J« « (A 4- A,) 

setzen, auf folgende Art: 

(A /i) 4- 0 — 9\) 9o + (A — Äi) 3o = 0 . 

4 {£. - K/*—/*.) } + />’{ 9a ~ |O //,)} +C\3 0 -i(/ l - A.)} = 0, 

3Eo- 4" 9o 2 4~ 3»' = ; 
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= o. 


oder endlich, weil 


ist, auf folgende Art: 


4 (/-/■,) + ÄO — £,) + C (A — //,) = U. 


(/• f ,) 3t; + <>-//,) g)„ + (A - A,) 3o = 0 , 

43£o + /?9 0 + C3» = 0. 

$o* 4- 9o 2 4- 3o 2 = r 1 . 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt: 

! Cif—ft) - 4 (A — A.)} X„ - { I! (A - A,) - C{g — gi ) } §)« = 0 . 

14 (// -//,) n(f /■,) 5 4 ; j /; (A — //, ) -- C(a //,)! 3-, = 

oder in bekannter Bezeichnung : 

I ca] 3t'. [n c\ g). = o, [i /;] 3t; — [n c] 3 ,, = 0 ; 


also 


o) -I' 

'4" ~ | B CJ °* ^« — f B C] 0 ■ 


folglich wegen der dritten der drei obigen Gleichungen: 


{ [4 B\* + [liCf + [CA] 2 } 3 tv = P' 1 Hey. 


Donkscliriflen Hör tnathem.-iialuru'. fl. VIII. IM. 
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um] daher mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf einander: 


also 


3f 0 = + 

8)o = ± 

3o= ± 


P[BC] 


VJÄnf f [B cy + [c^ ’ 

P[C/t] 

V '0 B\° + iBrr- + [CAY~ ’ 
P[i1ß] 

VTÄW+ [BC]* + [<M]* ; 


r* = Uf + fd 


P[BC] 

VJÄ B]i + [ß C’J 3 + [CA]* ‘ 


9" — hin + ffO ± 

jo = I (J l + ^l) ± 


P[C4] 

y\AB\~^ \BCY + \ CA\- ’ 
P [j1 B] 

V [A /;f + [BCP + [C/1J 2 ' 


Insofern man aber den Winkel <o von 0 bis 360° wachsen lässt, reicht es offenbar hin, in diesen 
Formeln entweder blos die oberen, oder blos die unteren Zeichen zu nehmen, wesshalb wir im Folgenden 
stets 


X» — 5 (/*+ /i) + 


P[BC\ 

KtW+TWTEcJp’ 


9o — •> (g + oi) 


VWWTWcfÄÄcÄy ’ 


jo — 2 (h + //l) + 


P[AB] 

|/[^ßp + [7>>CF+[C^] 3 


setzen wollen. 

Denken wir uns jetzt über der Entfernung E der beiden Weltkörper von einander als Sehne in der 
durch die Gleichung 


Ax + By + Cz + I) = 0 


charakterisirten Ebene einen den gegebenen Winkel A' fassenden Kreisabschnitt beschrieben, und lassen die 
Coordinaten £„, ty 0 , jetzt dem Mittelpunkte des Kreises, welchem dieser Kreisabschnitt angehört, 
entsprechen, so crgiebt sieh durch eine sehr einfache geometrische Betrachtung auf der Stelle die 
Gleichung 

\ E = P taug A 1 , also P = | E cot A 1 ; 


und für die Coordinaten jr 0 , i) 09 j 0 ergehen sich also nach dem Obigen die folgenden Formeln: 

E[nc]cot A 1 


Xo — ^ (f + fl) + 
9o = i iy + //i) + 
jo — i (J l + ^i) + 


*V[ABy + [BC]* + [CAp' 
E [C.4] cot A 1 

*V[All]* + [BC}* + (CAp' 

E [/I rt] cot A 1 

2 f/ [^F-h[ÜC] 2 -h[CA] 3 ’ 
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oiler naeli einer bekannten Relation: 

[ßC] cot A' 


r <> — \ + fi) + 

| (<7 4~ //i) + 


2 e V(fOi —gfxY + (9h\ -~h 9l y + (hf x -fhfy ’ 

[CM] cot A' 

2 £ K(fai ~ 0 f\Y + (ßhi - ^ <7i) a + C hf t fh v )2 ' 
[4 2?] cot A' 


Jo — h (h 4" ^i) + — 1/ -—-—--- - 

~ 2 E yjf 9i gf x y + (gh, - hg,y + (hf t -fh { )* 

Der Halbmesser des in Rede stehenden Kreises ist 

E 


2 sin A 1 


— \E cosec A', 
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und die Orte (. vgz) auf der Erde, welehe in dem in Rede stehenden absoluten Zeitmomente die Entfernung 
E der beiden Weltkörper von einander unter dem Winkel A' sehen, sind offenbar diejenigen Punkte in 
der durch die Gleichung 

A c v -n B(g <7 ) + C(z h ) = 0 

odiM- 

A(x — /* t ) + B{y ö\) + ^i) = o 

charakterisirten Ebene und in der Erdoberfläche, welehe von dem Punkte (j* 0 % j 0 ) die Entfernung 
| E cosec A' haben, was zur Bestimmung von x, y , z die Gleiehungen 


A C v —f) + D O —g) + C(z —//) = o. 


(x — Xuf + (ij — t;«) 2 + 0 — j,,) 2 = \Er cosec A 1 

oder 

^l(.r f) + D (y — gd + E(z h { ) = 0, 


(.r — x„f + (y — t ; 0 ) 2 + 0 — 3 «) ä = ? E 1 cosec A 1 

giebt. Das erste dieser beiden Systeme von Gleichungen, welches wir hier benützen wollen, kann auch 
auf den folgenden Ausdruck gebracht werden: 


A C v—f) + n (y - g) + C(z - h) = 0 , 


, r 3 -L i / 2 -f- ?. 2 
« 3 


(4 

Va- 



(■>■ - XoT + (//- %y + 0 — 3n) 2 = I & cosec A r : 

oiler auf den Ausdruck: 


A (x —f) + B(y-g) + C(z — Ä) = 0, 
* 2 +/ + 0 +e 2 )^ 2 = « 2 , 

(.r Xo)“ + (y — %y + (2 — jo)' = %E~ cosec A 1 • 
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Die Entwickelung der Grössen x , z aus diesen Gleichungen hietet wesentliche Schwierigkeiten 
nicht dar. Um jedoch nicht zu weitläufig zu werden, wollen wir‘dieselben hier nur für den Fall der Kugel, 
wo £ = 0 ist, und die Gleichungen daher die Gestalt 

A Cr - ß # + B (y - g) + C 0 - Ä) = 0. 

■v +y + s =«, 

. (X - XoT + (3f ~ 9ür + (' — 3o) 2 = I V cosec U 

annehmen, anflösen. Hat man x, y, z ans diesen drei letzteren Gleichungen bestimmt, so werden sich, 
weil s eine sehr kleine Grosse ist, nach den bekannten Niiherungsmethoden immer auch leicht die kleinen 
Verbesserungen berechnen lassen, welche an die gefundenen Werthe von x, y , z noch angebracht 
werden müssen, wenn den Gleichungen 

-l (■>■ -n + B(y - y ) + 6 ’ 0 - /,) = (). 

■*’ + / + ** + •* »* = «*. 

(.r — f 0 ) 2 + (g — 9„) 2 + 0 — Jo) 2 = cosec A 1 

genügt werden soll. 

Aus den drei aufzulösenden Gleichungen 


A 0r — f) + B (y - g) + C(z - /,) = 0 , 

+ + «* = «*. 

O — ?„) 3 + O — %)* + (' — 5o) 2 = 5 E 2 cosec A 1 


leitet man sehr leicht die beiden folgenden ab: 


Ax + By Cz — Af + Hy + Ch 9 
Xo-C + 9o y + jo v = h (V + Xq ~ + V + jo 2 ) — 5 £ rnscc A 1 ; 


aus denen sieh ferner ergiebt: 


also: 


y = 


jo Gx o) b j 0 ) y 

= (Af + By + CIf) j 0 — | C{er -j- £ 0 " 4~ 9o" H~ 3o~ — cosec A 1 j • 

{b Xo A ^ 0 ) X {Cty o b jo) v 

- {Af -f- By -j- Ch ) t; 0 + i B {er Xo* 4~ 9«' 3« — rosli c A 1 ) ; 

Bg + Ch) $o — ± C (a 3 + r 0 * + Vo 2 + *o 2 — I ^ cosec A 1 ) — (.4 ; n — Cv 0 ) .r 


^ ^0 ^ BO 

_ 0 */* + Bg + Ch) y <t — j B (a~ + r 0 g + fr 0 a + $ 0 2 — | £ g A 1 ) -f (B r 0 — Ay 0 ) .r 

^ Vo ^ BO 


und folglich 


(/> jo — rv 0 ) x = (% — C 1 ^) # c, 

(^ jo O?o).y = {Af + By 4~ C 1 /*) jo — i C{er 4 - tv H~ tyo" jo" — $ & cosec A 1 } 4~ Xo A j 0 ) x , 
(.b jo f po) - = {Af 4- By 4" bh) i; ( , 4- i B ( a 1 4- X<f 4“ Vo" 4“ jo" — 4 b cosec A 1 3 4" (A Bv 0 )x. 
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Erhebt man nun diese drei Gleichungen auf das Quadrat und addirt sie dann zu einander, so erhält 
man, mit Rücksicht. auf die zweite der drei aufznlüsenden Gleichungen, zur Bestimmung von x die folgende 
Gleichung des zweiten Grades: 


! (/I % - tix o y + (Bio— Cfry + (Cx o - A^y } .r 
— Bx o) { (Af + Bg + CIi) — h B (Vr + X$ + 9<T + jo" — cos ec A 1 ) | 
— (CXo — A j 0 ) { (.4 f + Bg + Ch) j u — he (V + Xd 4~ + jo" — -5 E 2 eosec A 1 ) } 


= (C {B $ 0 — Cty o y — { {Af + Bg -(“ Ch) | B (tr 4 - Xo 4“ 9o" ~\~ jo" \E~ coser A 1 ) | 
- { (Af + Bg + 67/) j. — 1 r<y + j : 0 2 + 9„ 2 + io 2 — i r"- msec A 1 ') (*• 


Setzen wir daher der Kürze wegen 

|>ü 9 o] = ^ 9 « — Bx u , 

[ 9 « jo] ~~ 6 )<> C'tyoi 

hu I«.] = (' 1*0 — A 3 „ 

und 

[/I Xo\ = (Af+ Bg f Ch) Xo — h A {a 2 + r 0 2 + V + jo 2 — \ E 2 eosec A' ), 

[#9«J = (/!/*+ Bg -f- Ch) i ; 0 — h B (V + Xd + V + jo” — $ E~ eosec A 1 ), 

[^ jo] = (A f + Bg + C //) — hC (V 4~ X 2 4“ 9o 2 4* jo" — \E’ eosec A 1 ) ; 

so haben wir nach dem Obigen zur Bestimmung von x 9 y , z die drei folgenden Gleichungen: 

I [Mo]" + [% jo] + M" | x' 2 { (Mo] [#9o] [Mo] \C v,| } x 

_ rc io ] t Bo r o] ,r ^ ^p] [ r o y * r 

^ [Vo 50 J l4o$ol 

Löst mau aber diese Gleichungen vollständig auf, so erhält man nach einer zwar etwas weitläufigen, 
sonst aber keiner weitern Schwierigkeit unterliegenden Rechnung, wenn man der Kürze wegen 

Q = ir { [x 0 i; 0 ]’ + \% jo]’ + [jot-o] " } — ! [4r 0 ]" + [Bl) 0 ]" + [^jo]"! 

setzt, für .r, g, 1 die folgenden merkwürdigen Ausdrücke, in denen die oberen und unteren Zeichen sich 
auf einander beziehen: 

[r 0 M [t* Vol Ro r ol t^?o] ± [Vo 50] X •- 

x — — -—--—- 9 

R0V0] 3 + l^oluY 4 - Bo r o ] 8 

[Vo *ol L^sol Ro V 0 1 [ y t fo] ± Ro r 0 ] X ^ 

RoVoU H - R\noU + [ao r o3 ' 

Bo r 0 ] [ A r 0 ] [Vo So] *'ol i RoVl X“ 

RoVR [^o ?>o] H“ [ao r ol 

Man könnte diese Formeln noch auf verschiedene andere Arten ausdriieken, weil zwischen den 
Grössen, von denen sie ahhängen, verschiedene bemerkenswerthe Relationen stattlinden. Um jedoch 
nicht zu weitläufig zu werden, wollen wir hier nur auf ein Paar dieser Relationen aufmerksam machen, 
welche sieh auf der Stelle darbieten. 







J. A. Grnnert, 


H>0 


Zuvörderst erhiilt man leicht 

[XotyoY 4 [fcjj- + [joXo]' 

= (/!' 4 B~ H“ ^’) (4o 2 4 i ; 0 2 4 V) — 04 X« 4- Bi) 0 4 ( $o)’ ; 

weil nun aber 

Af -f Hg 4 Ch = Afi 4 B g x 4 Ch x , 

A [BC] 4 B [CA] 4 C[AB] = 0 

ist, so liefern die obigen Ausdrücke von £ 0 , t; ( , , 3 0 leicht die Gleichung: 


AXq 4 B 9 o 4 ^/ 4 B!/ 4 CA, 


so dass nls€> nach dem Obigen auch 

[Xo9o]~ 4 [%3üj v 4 [jo*o]~ 

= (4 4 r> 2 4 n (r 0 2 + iy 4 W) - [Af + Bg 4 < V /) 2 

gesetzt werden kann. 

Es ist 

r„ [ 9 ü4 9 o [ 5 oJfo] 4 io [r o t; 0 J = 0 , A [t ; 0 jo] 4 B [joXj 4 f’[MoJ = 0 

und 

x 0 [Axo] 4 9o [^9<J 4 io [Qo] 

= 104/4 Bg 4 CI*) Ov 4 9if 4 W — a 4 cosec A 1 )> 


A [A;r 0 ] 4 B 4 ^[Qo] 

— OV 4 Bg 4 Ch)~ — | (4 4 /?* 4 f ) (4 4 x<f 4 9<f 4 W — 5 cosec A 1 )• 


Weil man nach den aus dem Obigen bekannten Formeln für jeden Werth von 10 zwischen 0 und 
360° die entsprechenden Werthe von A, B , C und x () , 4 9 io bestimmen kann, so kann man mittelst der 
vorher entwickelten Ausdrücke von x, g , z für jeden zwischen 0 und 300° liegenden Werth von w die 
entsprechenden Werthe dieser Coordinaten finden; wie man dann aber ferner ans denselben die entspre¬ 
chenden Längen und Breiten findet, ist oben gleichfalls schon gezeigt worden. 


Sechstes Capitol. 

Theorie der Bedeckungen, wenn der eine der beiden Wellkörper ein Fixstern ist. 

(Theorie der Sternbedeekungcn.) 

§• 1 . 

Alles kommt in diesem Capitel auf die Betrachtung der geraden Linie an, deren Lage im Allgemeinen 
zu bestimmen in Cap. III gelehrt worden ist. Um dies dem Leser deutlich vor die Augen zu führen, wollen 
wir uns die folgende Construction gemacht denken. Wir wollen durch den Mittelpunkt (fgh) des unserem 
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Sonnensysteme angehörenden, mit dem Halbmesser /• beschriebenen kugelförmigen Weltkörpers uns eine 
zugleich durch einen gewissen Fixstern gehende Ebene gelegt denken, welche durch die Gleichung 

I) Ax + ßy + Cz + D = 0 

charakterisirt sein mag, und wollen in dieser Ebene von dem Fixsterne aus zwei gerade Linien ziehen : die 
erste nach dem Mittelpunkte (fg h') des mit dem Halbmesser /• beschriebenen kugelförmigen Weltkörpers, 
die zweite so, dass sie diesen Weltkörper in dem Punkte (A' Y Z) berührt; ziehen wir dann von dem 
Fixsterne aus noch eine dritte gerade Linie nach dem Mittelpunkte der Erde oder dem Anfänge der 
Coordinaten, so wird man diese drei geraden Linien, weil dieselben sämmtlich von dem Fixsterne aus nach 
innerhalb des Bereiches unsers Sonnensystem es liegenden Punkten gezogen sind , wegen der in Bezug auf 
unser Sonnensystem als unendlich zu betrachtenden Entfernung der Fixsterne, ohne allen merklichen Fehler, 
wenigstens bei Untersuchungen von der Art der vorliegenden, als unter einander parallel anzusehen 
berechtigt sein, und es werden folglich, wenn wir die von dein Fixsterne nach dem Mittelpunkte (fgh) 
des mit dem Halbmesser r beschriebenen kugelförmigen Weltkörpers gezogene gerade Linie uns wie in 
Oap. HI durch Gleichungen 

_ y — g ~ — 

—) cos X cos [s cos v 

charakterisirt denken, die drei Winkel A, p, v unmittelbar durch die Rectasccnsion und Declination des 
betreffenden Fixsterns gegeben sein, wenigstens mittelst bekannter einfacher Formeln immer leicht aus 
den letzteren abgeleitet werden können, so dass wir also im Folgenden die durch A, p, v bezeichneten 
Winkel, ebenso wie die Coordinaten f, g, h des mit dem Halbmesser r beschriebenen kugelförmigen Welt¬ 
körpers, letztere natürlich in Bezug auf ein bestimmtes absolutes Zcitmoment, immer als bekannt betrachten 
können. Dass es aber in diesem Capitel zunächst hauptsächlich auf die Bestimmung der Durehschnittspunkte 
der von dem Fixsterne nach dem Punkte (A r YZ) gezogenen geraden Linie, welches eben die in Cap. III 
der Lage nach zu bestimmen gelehrte Linie ist, mit der Oberfläche der Erde ankommen wird, bedarf nun 
einer weiteren Erläuterung nicht, und wir wollen daher jetzt sogleich zur Entwiekelung der Coordinaten 
der Durchschnittspunkte übergehen. 


§• 2 . 


Die Gleichungen der geraden Linie, auf deren Betrachtung in diesem Capitel Alles ankommt, sind 
nach Cap. III, NY. 3) bekanntlich: 

.<• X y-Y %-z 


3) 


COS A COS JX cos V 


wo die Coordinaten XYZ nach Cap. III, Nr. 18) durch die Formeln 

x= f .i-^ Bc y 

Y=g + 


4) 


y x + iy~ + c 3 ‘ 

•\CA\ 


Z = d + 


VA- + + C- 

r \All\ 

y A " + n- + c- ’ 


oder, vollständig entwickelt, durch die Formeln 
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J. A . GrunerL 


« (r/ cos v — h ros ja) sin oj — {f ~ (f cos X + 9 cos ja + h cos v) cos X } cos oj 

V / ^ ^ - -- ; 

V f 2 -p ü z + A 3 — (/cos X + g cos ja -p A cos v) 3 

j y (A cos X — /*cos v) sin oj — j# — (/*cos X + 0 co $ P -p A cos v) cos ja j cos oj 

^ Y f ~ 4~ ff 2 + A 2 — (/'cos X cos + h cos v) 3 

„ (/*cos ja — # cos X) sin oj — {A — (7*cos X -p 9 cos ja -p A cos v) cos v | cos oj 

Z = 4 — r - r - --r-W— - : - . - 

V p -p g* + A 3 — (/* cos X + g cos ja -p A cos v) 3 

bestimmt sind. 

Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten der Dnrchschnittspunkte der durch die Gleichungen 3) charak- 
terisirten geraden Linie mit der Oberfläche der Erde durch y, z; so ist nach Cap. IV, Nr. 3): 


COS X 2 -p COS JA 3 

+ 

COS V 2 \ 


« 3 

A 3 J 

1 

cos X 

COS X 3 “P COS JA 3 

+ 

cos v 3 X 

p“ r 

a 3 


' COS JA 

COS X 3 -p COS JA 3 

+ 

COS V 2 x 

% — Z 

a 3 

b' J 

cos V 


X cos X + ^ cos ja Z cos v 


+ 


V: 


cos X 3 -p cos ja 2 cos v 3 /X cos ja — Y cos X\ 2 (l r cos v — Z cos ja) 3 -p (Z cos X — X cos v) 3 


+ 


6 3 


a 2 b 2 


Zuerst ist nun 


COS X 3 -f COS JA 3 cos V 3 COS X 2 + COS JA 2 + COS v 3 fl 1 


ri_ii 

v« 3 b 2 ) 


ros r 


also 


/COSX 3 -f COSJA 2 , COS V 3 x . /, rt 3 \ .> 1,0 

- * - +-^-) =1 -( l ™>'V-=| +3- 


ros v 2 . 


Ferner ist 


X cos X -f- y cos ja Z cos v X cos X -p V cos p. -p Z cos v f i 1 


also 


«1 


6 2 


A r cos X -p V cos ja Z cos v 


b-sO 


-f- — j = JT ros X + ) ros p -(- / cos v -f* s Z cos v ; 


aber, weil nach einer bekannten Relation 

\ \H\ ros v -(- {/>r} m>X -)- {^74} mvp = 0 

.V roi X -j- E ros p -j~ Z ros v = f ros X -|- g ros p -f- // rn.v v; 

A r COS X "P l r COS JA Z COS V 


ist, 

also 


, (A COS A -p 2 COS JA A COS V\ . , 

V --^ j =/ A + g ros p + h Ci 


CU 6 ‘ V 


s 2 Z V. 


Endlich ist 


A' cos ja — Y cos Xx 2 ( }' cos v - Z cos ja) 3 -p (Z cos X — X cos v) 3 


( A COS JA - i COS AvX - 

- ? - J + 


« 3 A 3 


A 3 -p r 3 -p Z 3 (A r cosX -p Y cos ja -p Z cosv ) 3 1 / 1 i 


a 2 b 2 
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also 


0 i (X cos ja — Y cos X\ 2 ( Y cos v — Z cos ja) 2 -f- (Z cos X — A” cos v ) 2 i 

ß '|l - * - J +- ^ - [ 

X 3 + Y* + Z z — (X cos X + Y cos ja -}- Z cos v ) 3 2 cos ja — Y cos Ay 


6 3 


Nun ist 


also 


Y 2 1 Y 2 I 7 2 _ f 2 I j 7 2 I /r 1 y f l BC I + ^ 1^1 + Ä 

A + i +Z _/■ +«7 +h +-» y ^ + c r 

, {^ ßj 3 + }BC)» + { CA| 3 

' A 3 + ß 3 + C- 

= C + r + ff' + h 2 + 2 r VJ*X- ir~Vf? — (fcos\ + g cosjji + h cmX ■ ros u> , 
V 2 + r + Z 2 _ ( Y cos X + V cos [j. + Z cos v) 2 
= r 2 -j- /" 2 + <f + hr — (/* cos X -|- </ cos [J- + // ros v) 2 


Ferner ist 


Also ist 


+ 2 r \/f 2 + /T + h 2 — (/ 6*os X -|- g cos \x + h cos v) 2 . ros to. 

y ^ ^ i ^ | ros ja jC cos X 

A cos \x — 1 cos A = f cos 1 x — g cos A + r A — p = f * - 
= f cos jjl — g cos A 

^ (f cos ja — g cos ).) cos ta -{- j/i — (f cos X + g cos ja + h cos v) cos v j sin oj 

yf~ + g z + h z — (f cos X + g cos ja -+• h cos v ) 3 


A" cos ja — 1’ cos Xy ( ( Y cos v — Z cos ja ) 2 -f- (Z cos X — X cos v ) 2 


o t / A COS JA — i COS An- 

fl ’H — * — ) 


a 3 6 3 


r s -1- f 3 -f- g z ~f Ä 3 — (f cos X -j- g cos ja + h cos v) 3 -f- 2 r J//* 3 + ( J 2 + A 3 — (/* cos -f- </ cos ja -f- A cos v) 2 . cos oj 


fr 3 


f COS [JL — g cos A 


so ist 


j ( JA — # COS >.) COS OJ -(- |/x — (/" COS A ~f- g cos JA ä cos v) COS v} S#li OJ | • 

2 _|_ ^3 / t 3 — fj' vos \ _j_ g cos p. y fl COS v ) 2 

Setzen wir jetzt der Kürze wegen: 

( h = \f' + (f + /r — (/’ cos A -|- g cos \x -j- h cos v)\ 

9) { (j — f cos A -f g cos [x + h cos v, 

II — f cos ix — g cos A; 

ß 1 — — + —) = 1 + r <>osr ' 

, / A cos A + F cos ja Z cos v\ , 

fr i—^ — +—) = G + r/ 


2 1 r ; 

/1 


COS V , 


A cos ja — 1' cos X\ 2 ( 1' cos v — Z cos ja ) 3 -{- (Z cosX — A" cos v) 3 

a z b z 

H cos o) -f- (h — G cos v) sin o> 


T+ 


r 3 + F z -f- 2 r F cos o> e 3 


-?!"+ 




ni*nksflii'ii(en matliein.-n:itur\v. CI. VIII. Bd. 
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./. 1 . Grvnert. 


iilso: 




6" — sZ cos v 


(1 + e ä «.« v 2 ) ^ 

COS >. 

= (l + e* ros v 2 ) 

COS [Jt. 

= ( 1 + s 2 COS v 2 ) -- 

V - /!/>£* «II 


«V 


r 2 -j- F 2 -f 2 r F cos w 
ft 3 ” 


+ 2 
e 


ros v 2 -)- 4r (// + v 


H cos co -f- (ä — G cos v ) sin o) 

F~~ 



Betrachtet man die Erde als eine Kugel, so ist £ = 0, also: 


«) 


^ — X _ y — Y 

cos X cos [J. 


*-^ = -e±«V 

COS V 


r 2 -|- f 2 -L *>r F cos rii 
a 2 


wo a den Halbmesser der Erde bezeichnet 

Welches Zeichen in den vorstehenden Formeln man nehmen muss, wenn der bestimmte Ort die 
Berührung der beiden Weltkörper wirklich sehen soll, prüft man ganz eben so wie in Cap. V, §. 2, bei 
äusseren Berührungen, indem man an die Stelle der dortigen X l9 , Z, jetzt nur die obigen X. Y, Z 
setzt. 


Wir wollen jetzt den Ort auf der Erdoberfläche bestimmen, welcher in dem absoluten Zeitmoniente, 
dem die Sternzeit % entspricht, die Berührung der beiden Weltkörper in seinem Horizonte sieht. 

Betrachten wir zuerst die Erde als eine Kugel, so ist die Bedingungsgleiehung, aus welcher w 
bestimmt werden muss, nach dem vorhergehenden Paragraphen: 


woraus sieh 

9) 

oder 


10) 


r 2 -{- F 2 H- 2r Fcos w 


0, 


r- — F 2 


COS u> 


r F 


COS (0 


n 2 — r 2 — f 2 — (j 2 — h 2 — (f cos ) . -f- g cos (j. + h cos v ) 2 
2 r y j'z ( ji -j- h * — (f cos X -f- (j cos f i h cos v ) 2 


ergiebt. Audi isl nach einer bekannten trigonometrischen Verwandlung: 

1 •> i a “h r — F) ( a — r F ) 

COSk (0“=- - - -- . 

2 4 r F 

) • \ 2 (« + r + F) ( — « + r + F ) 

=— - 47 F - 


Hat man o> auf diese Weise gefunden, so erhält man .r, //. : mittelst der Formeln: 


12) 


.r = A" -fr ros )<. 

/y — ] r — G COS l ju 
; = Z £r ros v; 
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oder: 


13) 


x = — (fcos X -j- y jjc -f" // ros v) cos X . 

y = Y — (f cos X -f- y cos \x + // cos v) ms jjl. 
Z — Z (fcos X + g COS [JL A 6'OS v) cos v ; 


wo A\ >\ Z ihre aus dem Obigen bekannten Werthe haben. 

Betrachten wir die Erde als ein Ellipsoid, so haben wir zur Bestimmung* von <o die Bedingungs¬ 
gleichung : 

n r 3 + F* 2 rF 

0=1 -—-- — r;, — COS 0) 

0' 

, i , I r II r (7t — Gcosv) . \- j 

-(- S“ 6*06* V" + ~i (H H- ~p~ c OS 0) +- — SW (0 j ^ 


= 1 


r 3 -I- F 3 
6* 




Ä (0 


2 e' 2 r H(h — Gcosv) . £ 3 r 3 // 3 , 

e9M co 4- - cos co“ 

n* Ti'-' 


a*F 


2 £ 3 i* 3 i/ (7t — G cos v) . £ 3 C 2 (7t — fr COS V ) 3 . 

— - SW CO cos (o -|-- —SW (0\ 


« 3 F 2 


rt 3 F 3 


Weil aber — = 1 £* ist, so wird diese Gleichung;: 

0 = o* — (1 + e*) (r' + F-) + £ 2 (//“ + «* cos v J ) 

14) ^ 


ros co + 


2 £ 3 r 3 II (h — G cos v) 

-- SW (0 

b 


-2 } .2 // 2 0 2 £ 3 r 3 II ( h — G cos v) s 3 r 3 (7t — G cos y ) 3 . 

-I -——-— COS CO“ A -—- SW CO COS CO A - — - SW CO~ 

1 i Ji ~ /r - 


Über die Auflösung der Gleichungen von dieser Form ist schon früher das Nüthige bemerkt worden. 
Hat man co gefunden, so ergeben sich .r, y , t mittelst der Formeln: 


IS) 


fr -|- s 3 Z COS y . 

X — A - -- - cos K , 

1 r cos r 

C7 -}~ £2 Z cos y 

U — i - ö - 

i -j- £ cos v - 

„ 6 r -(- e 3 Z cos y 

Z = Z — ---- OOS V. 

1 f S' cos y* 


§• 4- 

Um die Zeiten des Anfangs und des Endes der Bedeckung auf der Erde überhaupt und zugleich die 
Orte zu bestimmen, welche den Anfang oder das Ende sehen, muss man, insofern man die Erde als eine 
mit dem Halbmesser a beschriebene Kugel betrachtet, auf ganz ähnliche Art wie in Gap. V, §. 5, in der 
aus dem vorhergehenden Paragraphen bekannten Gleichung 
















J. A. Grunert . 


1 96 


die Grösse cos io = ± 1 setzen, was die Gleichung 

<r ± F \ 2 




oder die Gleichung 


0 ± Ff = cf 

giebt, welche, weiter entwickelt, zu den vier Gleichungen 


oder zu den vier Gleichungen 


+ F =■ ± r — F= ± et ; 


F =■ ± a — /• , F = -t- et + /• 


führt- Insofern nun aber die Bedeckung des Fixsternes von dem Monde geschieht, also a > r ist, sind 


die beiden Gleichungen 


F= — a — /•, F — — a + r 


offenbar ungereimt, weil F im Obigen immer als positiv betrachtet worden ist; und es bleiben also blos 
die beiden Gleichungen 

16) F — et + r oder 17) a T r — F= 0, 

d. i. die beiden Gleichungen: 


18) 


a -f- r — ) f 2j r ff + ff — ( f cos ^ + (J cos jjl -j- h cos v) 2 = 0 


otler 


19) a + r = Vf + ff 4- ff — (f cos \ + fl cos h co,s v )'- 

Aus diesen Gleichungen müssen die gesuchten Zeiten bestimmt werden, und ob dieselben dem Anfänge 
oder Ende der Bedeckung entsprechen, wird sich aus ihrer relativen Grösse jederzeit von seihst ergeben. 
Das obere Zeichen entspricht in der Gleichung 19) dem Wertlie cos to = + 1- das untere dem Wertlie 
cos o> = — 1. 

Hat man nun die in Rede stehenden Zeiten gefunden, so ist für cos o> = + 1 »ach dem Obigen: 

f — ( f cos X + tj cos i>. h cos v) cos X 


20 ) 


X=f + r 

y = !I + r 

Z = /i + r 


V / 2 + 0" + ff — (f 'cos X + g cos y . + h cos v) 2 

g — (/*cos X + fj cos \x -f- h cos v) cos y. 


1 f z -J- g* -j- Ir — (f cos X -j - g cos ix -}- h cos v) 2 

h — (f cos X -j- fj cos fx -J- h cos v) cos v 
Vf 3 + 9* + A 3 (fcos X -p 9 cos (jl -p h cos v) 2 


und fiir ros co = — 1 ist: 

(x=f 

21 ) 



f — ( fcos X -f- <7 cos y. -f- h cos v) cos X 
V f ~ + (f + ff — (f cos X -f- o cos f* + Ä cos V ) 2 

g — ( f cos X -J- ff cos y. -j- It cos v) cos y. 

J// 2 + ff" + A 3 — {fcos X -f g cos y. + h cos v) 2 

h — (f cos X -J- ff cos (X + A cos v) cos v 
Vf ~ ff z + A 2 — (f cos X + g cos [x + li cos v) 2 
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Zur Bestimmung- von x, g , s hat man aber die Formeln: 

! x = A" — (f ros X -f- g cos ;x -j- // cos v) cos X, 

y = Y — (f cos X -f- g cos jjl -f h cos v) cösjji, 

^ z = Z — (f cos X -j— g cos ;j i J h cos v) cos v. 

Führt man in diese Formeln die obigen Werthe von A\ F, Z ein, und lässt in den folgenden Formeln 

die oberen Zeichen dem Werthe cos o> = + 1, die unteren dem Werthe cos uy = — 1 entsprechen, so 
erhält man, mit Rücksicht darauf, dass nach dem Obigen 


f//* 2 + Jf -\~ h 2 (ficos X g cos {Jt -f- Ä cos v) 2 ± r = a , 
Vf 2 -j- <y 2 -j- /r — (ficos X —|— g cos g -f Ä n>6* v) 2 = a + /■ 


ist, die folgenden Ausdrücke von .r, y , ~: 


/ /*— ( /*cos X -j- cos ja -f- A cos v) cos X 

a + r 


23) 


= 


« j g — ( f cos X 4- # cos ja -f A cos v) cos y j 
« + >* 

« | A ( /'cos X g cos y. -f- h cos v) cos v J 
« T r 


Betrachtet man die Erde als ein elliptisches Sphäroid, so hat man sich bei der Auflösung dieser Auf¬ 
gabe ganz auf ähnliche Art wie in Cap, V, §. 5, zu verhalten, was ich hier der Kürze wegen nicht weiter 
erläutern will, da das hier einzuschlagende Verfahren von jenem im Allgemeinen durchaus nicht wesentlich 
verschieden ist. 


§. s. 


Wir wollen uns jetzt die Frage vorlegen, welche Orte auf der Erdoberfläche in dem absoluten 
Zeitmomente, welches wir hier immer iifs Auge fassen, eine Berührung der beiden Weltkörper im Meridiane 
sehen. Diese Frage lässt sich auf folgende Art beantworten. 

Wenn nämlich die durch die Gleichungen 

x — X y — V o — Z 
cos X cos y. cos v 


charakterisirte gerade Linie in dem Meridiane irgend eines Ortes auf der Erdoberfläche liegen soll, so muss 
sie durch die Axe der : gehen, was die Bedingungsglciehung 


— —- = - oder Xcosil — FtfosX=0, 

cos X cos JA 

also nach *§. 2 die Gleichung 

. ( fros ja — g cos X) cos w -f- { h — ( f cos X -J- g cos y. + h cos v) cos v J sin 

f cos u q cos X + r - - — ’ - --- = U , 

Y /‘ 3 -j- fjp 3 + A 3 — ( f cos X -j - g cos y. A cos v ) 3 

oder die Gleichung 
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h — (/ cos A + 9 cos j/. -j- h cos v) cos v 

COS CO - ] ----- SM CO 

f cos p — fj cos A 

_ _ f l -j- (ß -j- h l — (/' cos A -f- ff cos (x -j- h cos v ) a 

giebt. Berechnet man den Hülfswinkel to mittelst der Formel 


24) 


tun ff co 


h — (f cos A -f- 0 cos [J. -f- h cos v) cos v 
f cos [j. — g cos A 


SO ist 


25) 


cos (cö — co) 




2 -f- Ir — (f cos A -|- g cos pi-j - h cos vj- 


cos co. 


Wie man weiter zu verfahren hat, erhellet aus Cap* V, §. 4* 


§• 


6 . 


Wir wollen nun den Ort auf der Erdoberfläche zu bestimmen suchen, der in dem gegebenen absoluten 
Zeitmomente, welchem die Sternzeit £ entspricht , eine Berührung der beiden Weltkörper als Maximum 
der Bedeckung sieht, wobei wir die eigentliche Bedeutung dieses Ausdrucks hier nicht weiter zu erläutern 
brauchen werden. 

Sei (xyz) dieser Ort und A 1 die demselben entsprechende scheinbare Entfernung der beiden Welt¬ 
körper von einander, so erhält man nach den Lehren der analytischen Geometrie leicht die Formel 


cos 


A*= + 


(.r — f ) cos A + (y — ü) cos g. -f- — ti) cos \ 


V O— /') s + 0/ — uf + (* — h Y 

oder, wenn der Kürze wegen 

26) x ü ~ x — /', 1 / 0 = 1 / — !J, : — h 

gesetzt wird, die Formel 


cos A 1 = ± 


.r 0 cos A + cos -f- cos v 


Setzen wir ferner der Kürze wegen 


27) 


V - r o~ + Do' + *o 2 
(1 + E ! «V)«ß 


= — G — E- Z 


COS V 


±aV 


r 2 _j_ pz -j- 2 r F cos Gi 


+ £ 3 j cos v- + - (// + r 


H cos oj -f- (h — G cos v) sin w\ 2 


so ist bekanntlich naeli 7) 


-—~ = -—- — = «ß, 

cos X COS p. COS V 


28) 


x = X + 93 cos X, 
y = r+ 9 $ cos fi, 
: = Z + $)3 cos v; 


oder: 
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folglich 


29) 


x„ = X - — f cos K . 

V 0 = Y—g + Wcosy.* 
z Q = Z h -p cos v; 


und man muss nun auf ähnliche Art. wie in Cap. V, §. G, den Winkel to so bestimmen, dass 


(1. i., weil 

ist. so, dass 

ist. Weil nun nach dem Obigen 


^ = 0. 

dX 


d cos A 1 . . . d A l 

- , -= -sink 

d X dX 


d cos A 1 


d cos A 1 d f .r 0 cos X -f- y 0 cos y. -f- cos v 


d * llS ‘ Y V + 'Ja + V 

ist , so muss man tu so bestimmen, dass 

d (.r 0 cos X i/o cos y * 0 cos v 


dX * W+ar. ä + v* 


= 0 


ist. Setzen wir aber der Kürze wegen 


30) 


P = j- 0 cos X 4- Do vos \x *o <-'os v , 


( 0 — Vdv + Uo + v; 

so muss man io so bestimmen. dass 

Q " P *V = 0 

^ (IX dX 

ist. Fs ist aber nach dem Vorhergehenden 

P— ( X — f) cos X + ( Y- g) cos \jl (Z — 4) cos v ^3, 
also, weil naeb 4) und einer bekannten Relation 

(X f (cos X + ( r ff) cos <JL + (Z — h) cos v = ü) 
ist, P = s )3. Ferner ist wegen vorstehender Gleichung und nach dem Obigen 

y = { x-rr + c Y- — gf + (z—hf + r. 

Nach 4) ist aber 

^ r/ /V * M 2 +{ßC}= + {<Mj 2 

( A —o +o~d) 7/ ) =/ — Änrjp+c*— 

also nach einer bekannten Relation: 

(X -/■)* + ( r-■ g)’ + (Z—A)’ = r’. 

folglich 


Q ! = r 2 + r , Q=]/rX^ 1 . 
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Also ist 
folglich 


dP_<n 0 dQ ™ W 
(1% dZ’ ^ dZ " dZ 

dQ dty rfsp 

dZ Q d% j/ r « + - üx‘ 


und daher unsere obige Bedingungsgleichung: 


woraus sich leicht 





v~*+w 


di 


o, 


also 



ergiebt. Weil nun aber für einen Fixstern natürlich die Grösse 1 -f- s 2 cos v2 constant ist, so kann man, 
wenn der Kürze wegen 


31) 


% = — G — s 2 Z cos v 


+ 


V I r 2 + F 2 +2rF cos w ,1 2 1 . 

a V I - — -h e Icos'i + ^ [II + r 


H cos oj -(- (A — G cos v) sin o >\2 


gesetzt wird, die obige Bedingungsgleiehung offenbar kürzer unter der Form 


32) 



0 


schreiben. 

Wie man diese Bedingungsgleichung zur Bestimmung von in zu benutzen hat, erhellet aus Cap. V, 
§. C, mit hinreichender Deutlichkeit, so dass wir hier darüber nichts weiter zu sagen brauchen; jedoch 
wollen wir den Fall der kugelförmigen Erde jetzt noch einer besonderen Betrachtung unterwerfen. 

In diesem Falle ist 


33) 


93„ = — G ± Ya~ — r 2 — F z — 2 r Fcos io. 


also, wie man leicht findet, da natürlich io bei der Differeution nach % liier als constant betrachtet 
w r erdcn muss: 

d d G ^ F -f r cos w d F 

d Z d .-t | a~ — } ’2 — jyz — £ F cos w ^ ^ 


was die Bedingungsgleiehung 


F + f w 

\ a 1 — r 3 — F 2 — 2r F cos oj 


dG ^ dF 
d Z d Z ’ 


oder, wenn man quadrirt, die Bedingungsgleiehung 

(F -f- r cos w) 2 _ rdG . d Fy 

a 2 — r s -f- F 2 — 2F (F -f- r cos oj) v/ Z d Z J 


(F 4 r cos io) 3 + 2 A 1 : |[|) 2 (Z 1 4 r cos io) 


= 0 ,W + r) (Jf : ■£)’ 


also die Gleichung 
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gieht, durch deren Auflösung man 


24) 


-'i'+df’s)’! 


/• COS 10 


( da dF\ \f ", (da (iF 

fe : ,T¥) + +fe : ^) 


erhält, wo bekanntlich 


35) 


F = Vf~ -f- <f + Ä 2 — (/' ros X -j- g cos jx -\- h cos v) 2 
G = f cos X 4- g cos [i -[ h cos v 


ist. Hat man to gefunden, so erhält man X, Y, Z mittelst der Formeln 4) oder 5) und nachdem man 
$ß 0 mittelst der Formel 33) berechnet hat, die Coordinaten .r, g, : dos gesuchten Ortes mittelst der 
Formeln: 

/ ,r = X + cos X, 

3(3) y = cos [J.. 

z = Z X %< ros v - 


7. 


Soll die Hedeckung für den Punkt (j'ij z) auf der Erdoberfläche in dem absoluten Zeitmomente, 
welches wir hier immer ins Auge fassen , central sein, so müssen die Coordinaten ,c. y. z offenbar ans 


den Gleichungen 


37) 


oder aus den Gleichungen 


38) 


d. i. aus den Gleichungen 


39) 


* — f _ U —fl 

COS X COS JA 

.V* + ?/ 3 sr 


■r 


z — h 

COS V 


- 1 : 


y — o 

COS X COS JA 


+ »' + *■- (1 - 2 )=* = «*: 


* — f 

cos X 


H — 0 


i — h 

•> 

COS JA COS v 


+ / + S 2 + eV = .r + / + (I + e 2 )s 2 = « 2 


bestimmt werden. Da imless diese Aufgabe in astronomischer Rücksicht kein Interesse haben kann, und 
überdies die Art und Weise der Auflösung der obigen Gleichungen sieh unmittelbar aus Ca]). IV ergiebt, so 
will ich bei diesem Gegenstände nicht länger verweilen. 


2 ü 


Denkschrillen der niaOiem.-ualnrw. CL VIII. I5d. 
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Allgemeine Sclilussbeinerkiing. 

Streng genommen, würde es nun noch nötliig sein, alle im Obigen entwickelten Formeln in den 
Grössen auszudriieken, durch welche in den astronomischen Tafeln und Ephemeriden die Lage der 
Weltkörper im Räume gewöhnlich bestimmt wird. Dadurch würden aber, wie es mir scheint, die Formeln 
an analytischer Einfachheit und Eleganz, so weit dieselbe bei diesem Gegenstände überhaupt zu erreichen ist, 
eher verlieren als gewinnen. Desshalb will ich mich mit den folgenden wenigen allgemeinen Bemerkungen 
begnügen. 

Was zuerst den in Cap. V behandelten Fall betrifft, so kommt es in demselben eigentlich blos auf 
die durch f , g, h und f \, </,, //, bezeichneten Coordinaten der beiden Weltkör])er in dem absoluten Zeit¬ 
momente, welchem die Sternzeit % entspricht, an. Bezeichnen wir aber die Rectascensionen lind Declina- 
tionen der beiden Weltkörper in diesem Zeitmomente , natürlich auf den Mittelpunkt der Erde bezogen, 
durch a, 3 und a,, 3,, und ihre entsprechenden Entfernungen von dem Mittelpunkte der Erde durch 
p und p, ; so ist offenbar: 


i) 


i f = p cos a cos 3, 
g = p sin a cos 3, 
f // = p sin 3; 


f\ = pj cos a, cos 8, , 
//, — p, sin oc, cos 8,. 
//, = p, sin 8j. 


Bezeichnen wir ferner die sogenannten Horizontalparallaxen unter dem Äquator für die beiden Welt¬ 
körper in dem in Rede stehenden absoluten Zeitmomente durch t: und tt,, so ist 


2) 


iilso: 


») 


a 

P sin II 


/' = a 

0 
h 


cos a cos o 
sin 11 

sin a cosd 
sin 11 
sin 


sin 11 




sin 11, ’ 


!h 

A, 


COS «, COS 0 , 


sin il 


sin a, cos 
sin 11, 

sin d. 


= (l 


sin 11, 


Sind endlich 1) und />, die scheinbaren Halbmesser, so ist 


4) 


oder 




/• — p sin />. 


/•, = p, sin />,: 


sin D 
a —— , 

stn 11 


sin D { 
sin 11, 


wobei es sieb von selbst versteht, (biss r lind r, constant sind. 

ln dem in Cap. VI betrachteten Falle gilt von dem dnreh die Coordinaten /', (j, h seines Mittelpunktes 
und dem Halbmesser r bestimmten Weltkörper ganz das Nämliche, was wir so eben von demselben 
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Weltkörper in Bezug auf den ersten Fall gesagt haben. Bezeichnen wir aber in dem in Cap. VI behandelten 
Falle die eonstante Beetaseension und Declination des Fixsternes durch a, b; so ergeben sich die 180° 
nicht übersteigenden Winkel X, p., v auf der Stelle mittelst der Formeln: 

! cos X — ros a cos b, 
cos g = sin a cos b , 
cos v = sin b. 

Dies wären in beiden Fällen die in die im Obigen entwickelten Formeln einzufiihrenden Grössen, 
welches wirklich auszufiihren wir jedoch aus den angegebenen Gründen unterlassen. Am Einfachsten wird 
man verfahren, wenn man immer den Halbmesser u des Erd-Aquators als Längeneinheit annimmt. 


It ELATIONEN. 


Erste Classe. 


i. 


f Cf/fl I — fiffi) + !l 0>fi —fh i) + h Cfff 1 —///V) = o. 
ft (gt'i lt(h ) + fh C h ft ß\) + !>\ Cffft ~ffft) = 0 . 


II. 


(f—fi) Cffh 1 — h !h) + 0 / — di) V>f —fh |) + 0> — hl) (fff 1 — ff fl ) = <>• 

III. 

°= (fffi—fffi) I Cf—fi) Chf\ — fhi) — Cjff — fft) Cffhi — hgi)\ 

+ Cghi — hgi) {(g—ffi) (ffh — nfO-Ch-hf) Chf —/'//,)} 

+ Chfl —fht) \Ch — ht) Cu hl h gi ) — Cf—fi) Cffft—9ft)\ 
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IV. 


{(/■ /1) o>f\ — f!> i) — 0/ — //i) (///'i //i) i* 

+ ? (// — //i) (J'fh gfi) (h ^i) (Ä/i — /'/'>) ! 3 

+ {(/*—/*.) o///,—////,)—(/■-/■,) (/>/, ///‘.j 
= i (/ , -/‘.) 2 + ('/-'/.) 2 + (^ /'.) 2 i .^.) 2 + (^.- ä //,) 2 + w , /•/*,) 


V. 


(/'- -fdigh-i — /'//l) + (.V // 1 ) (hfi /V) — - (h~ h,)(fg, fffi)’ 

(g — ffd (hfl —fhi) + O — /'.) (f</,—!/fi) = — (J‘ — fi) (gh, — l>g,), 
(h -hl) (fül gfi) + (f fl) (fl hl hg,) = 0 1 — Oi) (hfl fix)- 

VI. 

f\ 0/ — fu) ff in gfd (h — h,) (A/; fhf )! 

+ //|(A -h i )(gh,-hg i ) (/• /;) (f(h — ofi)\ 

+ h\(f— f,) (///■, — /•/<,) — o - .7.) 0/^1 I 
= \f(g—g i) g(f — ft) I (///> — .'//«) 

+ ! <7 (/' /*0 — /* (g—gx)\ (ghi — hg,) 

+ I h (f — fi) — f (h — /'i)! (hft — ßi) 

= - { (fUi-Ufif + (fl hi - ////,) 2 + (/'/*. -ßif). 

VII. 


fi\(y — !h)(f!h Hfl) (h h,) (Jij\ fhf)} 

+ fh \(J> hi) (f/ht hg,) — (f- f,) (///, gf,) } 

+ h, | (/‘ /,) (///', /'//,) - (// — </,) (g/i, — ////,)} 

= \fi (// — //i ) — fh (/‘— /i)} (/>i — ///i) 

^i) ' h i (// // i ) > (// ^ i h U i * 

+ \ l, i(f- fi) fi (h h,)\ (hf, — /’//,) 

— I (///i — gfif + (yhi hg,y + (hf, — fh,)' 

VIII. 
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IX. 


{y d \)x (/' /i)9 = i/'di ///i)» 

(/> — //,) 9 0/ — <7i)i = Ü/A, A//,), 

(/'— /i) 4 — (A — A,) * = — (A/i — /■/'.). 


X. 

C//Ä1 — A//,) X + (A/i /'//,) l) + <///, — ;j/\) j = o. 



XI. 



10 — fh) (fdi 

///i) 

(A A,J (A/‘, 

/'A,)jjc 

+ i(A A|) CyA, 

!>d\) 

(/' /*.)(/>. 

///*.) S 9 

+ {(/• f i) (A/1 

-/■A.) 

(// — //«) 0/A, 

A//i) 1 i 


! ( fih !l/\y + (ff/'i h'hf + {hf I /'Al)*! • 


XII. 


{X f) (//Al — /'//)) + (9 -// ) (A/‘| — Ml) + 0A ) (A - A/i) 
(r — /i) (//A, A//,) + (9 di) (A/i /'Ai) + (j A,) (/'//, A/i) 


XIII. 


0—/') 10/ -//•) <///i 

///i)- 

(A A,) (///*, 

/ A,) f 

+ (9 /OKA A,) (<///, 

A//i) 

(/ - /'.) (///• 

dfi)\ 

+ 0- A) {(/* /',) (A/', — 

/•A,)- 

Cv— //.) 0/A, 

hi)\ 

(* t\) \{y—d\) {fdi 

df) 

(A A,) (A/i 

ff;)} 

+ (9- .9i) {(A A ,)(////, 

hö- 

(/'- /■-)(///. 

d/\)\ 

+ 0- Ai) {(/' /i) (A/-, 

/•A.) 

0/ // 1 ) (//Ai 

f'di) 1 


XIV. 

(/' /i) 0 — /') + (// — //.) (9 — // ) + (A A,) (3 A ) = — (7 - L 
(/'— /i) (* — /i) + 0/ — dd (9 — tfO + (A — Ai) (a A,) = — ^ 
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xv. 

(* — fY + (9 a )' + 0 A)' = (737;)» 
(x-fiY + G >-</,) 2 + (i-*,)* = (~~) • 


Zweite Classc. 


i. 


f A + u B + h C + = ü, 

/■, -• + g t B + //,<7+ /) = 0. 


II. 


(/• G ) -1 + ig- </,) B + (A - //,) c = 0 . 


III. 


[i41l]=i4 (*-*)-H(/W.). 
\.BC\ = B(h — hd — C{g—gd> 

[CA] = C(f fi) — .1 (// — //,). 


IV. 


/I [/U’] + // [6M] + C[AB] = 0. 


V. 

[Auf + [ncY + [ca]* 

= ^{lv-0.)* + (/*—/'.)*} — 2^(/•-/•,) (//-//,) 

+ /> 2 ! (/•— r.) 2 + (A — //,) 2 } — 2 /^Gy - .</,) (A — /,,) 

+ C 2 {(/ - G) 2 + Gr ■ - (JiY\ - 2 Cyt (Ä - hi) (/•- /*,) 

= yf- { (/•-/*,)* + O - <y,) 2 + (A - A,) s } - A 2 (/•- G) 2 - 2 AB (/* — /*,) (g — g t ) 
+ /** { (.f—fiY + O - fflY + (A - //,) 2 } — />’ 2 (ff-fflY - 2 — gd (A A.) 

+ ^ 2 {(/* — /O a + 0/ - <7.) 2 + (Ä — hiY } c 2 (A. - A,)* - 2 CM (A — A,) (/*- r.) 
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= {(/'—/i)' + (//-.V.) 2 + (// — //i) 3 } (4 3 + H l + C ! ) 

ä (/ — /*.) A + (jj - //,) B + (A — A,) cy , 

also nach II. : 

[Alif + [llCf + [CAf = E ' (.1- + B- + C ! ). 

VI. 

' — [4/,*] — (A —A.) [CA] = 4Gz-tf ,) 2 — Bif—fO Ol-fft) 

+ A (A - /!,)* - Ctf— /',) (A — //.) 

= A\(f—f i y + 07 — fftf + (k — A,) s } — (/■ — f I) {(/•—/;) .1 + 0/ — ff ) V + (A — A,)<7}, 
(A —A.) [7*6 T j (/ /*,) [4Ä] = /*'(A — A ( )' — C 0/ — 0\) (A- A.) 

+ ^(/* — A) 3 — -1 — <7.) (/-/■.) 

= Ä { (f-f ,) 3 + 0 - .y,) 2 + (A - A.) 2 } - Ol-fft) \(f~ ~fi) A + Ol ~ fft) 11 + (A - Ä.) Q . 

(/-/“.) [<M] - 0/-//.) I>'e] = C'O/*— /*.) 2 - A (A - A.) (/■-/;) 

+ <?& — *)* — Ä(A-A.) (//-//,) 

— c\(f—f\y a- Qi—thy 4- (A — //i) 2 } — (A —a .) \{f—ft) a + 0/ — //,) n + (A—a,)C’} ; 

also nach II.: 

C ff - fft) [A B] - (A - A.) [CM] = .1 Ä\ 

(A-A,) [ÄC]-(/•-/,) [4/>'] = /;/A 
(/ /l) [C4] - Ol — fit) \BC\ = CEr. 

VII. 

(/WO [tf £] = «(/- /•,) (A-A,)- CO- ft) 0 /-//.), 

(//-//.) [CM] = £(/WO 0/-^,)-'107-Ah) (A-A.), 

(A-A,) [4Z7] = 40/-^.) (A-A,) — />*(/■-/■,) (A-A,); 

also : 

C7—/O [Ä6’J + 0/ — //.) [CA] + (A-A,) [AB\ = 0, 
f\BC] + f,[CA] + A [-4 A'] ==/-, |/,’C’| + [CM] + A, [.I Bf 

VIII. 

/; [,i /i] — c[ca\ = ,i />* Oi— in) — B' (/•—/',) 

4~ AC (A — A,) — C~ (/■ — /’,) 

= IM/‘ ft) A + 0/-//.) II A (A A.) C\-0-ft) (-1 2 4 A' ; 4- CM, 

r[z/r] — 4 [.!/;]= //r(A a,) -er//— //,) 

4- />’.!(/• /;) 4- (// — //,) 
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= B \ (f /•.) A + (g — //,) B + (Ä - A.) — 0/ - </,) + /Z 2 + C 2 ), 

,1 [C/l] — B [Z? Z7] = 7?/l (/• — /■) — A 2 (A — /„) 

+ CZ? 0/ — «/,) — Z>’ 2 (Ä — A,) 

= H(/ föA + Qi—edB + CA — AjC}- (Ä — A.)(^ + Zr + C*): 

also nach 11.: 

Z» [^4/>] - <7[ZM] = - (/*—/•,) (/l 2 + n 1 + C 2 ). 
C[BC]-A[AB] = 0/ fft ) (/1 2 + ZZ 2 + Z7 2 ), 

/i [6M ] n \n c] = — (h - //,) (j 2 + zz 2 + r; 2 ). 

oder: 

<' [CA] b [A z>] = (/• /■,) er 2 + //“ + r; 2 ) , 

yl [.1ZV] - Z? [/ZC] = (y-ffd ( !' + //•' + n, 

B [BC] ■ A [CA] — (Ä — //,) (J 2 + B‘ + c-). 


I\. 

\A[CA] — B[BC] } 2 + \B[AB\ C[CA\Y + \C[BC] A[AB] \ 2 = E 2 (A 2 + Z>' 2 + Cf. 

X. 

x[CA]-v[BC] = [Ax + Z?t; + Ci) (Ä-A,) + C\(f-f\)x + (< 7 -< 7.)9 + (A—A,)j}, 
9 “3 [C = —~[Ax + Bi) + O) (/ — /1) + !(/ — /t)? + (ß — !h )9 + (A — A,)3}, 

J [A'C] * [^A>J = (/Ir + Bi) + O) (77 77 .) + B {(/ Yi) r + (77 — <7i) 9 + (A — A,) j 

XI. 

(r — /) [Z?C] + (V — r/) L^‘] + 0 — A) [. 1 Z> J = 0. 

XII. 

o /■) [AV’j + (9 - 77.) K’-I] + (a a,) |_I />'] = ü. 


Dritte Classe. 


1. 

V = C<J !h ) (f!h -///•.) — (A — A.) (A/i — /'Ai). 
r = (A — Al) (77A, — A//,) — (/•— /’,) (///, — ///,), 
n '=(f—f 1 ) (A/i / Ai) - (77 77,) 0 A, — A //, ). 





Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 


209 


II. 


A = U sin co + (gh, — hgfi) E cos to, 

B = V sin co -f- (hfi — fhfi) E cos co, 

C = Wsin co -f- (fg\ — gfi) E cos ui, 

D = {fgt—gfi) 2 + (gh t — hgtf + (///, — fhfif } sin CO. 

III. 

[AB] = (g — gfi) Usin co + (g—gd (<//<, — hgfi) E cos co 

— (f — ft] V sin co — (/— ffi) (A/i —fÄ,) E cos co 

= (/’</! —gfd ( (f—fd 2 + (g—gd 2 } «« w 

— ( 7 / — //,) { (f—fi) (gh, — // < 7 .) + (</ — gfi) ( hfl — fhfi) ! sin co 

— {(f—fd (hfi—ßd —(g—gd (g/^ — hgfi)} ecos co 
= — ( fgt—gfd {(f—fd 2 + (g—gd 2 4- (/*—/O*} w ' w w 

— {(f—fi) (hfi—ßd — (g—gd (gfu — hgd} E cos 10 • 

[BC] = (h — hfi) V sin co + (h — hfi) (hfi — fhfi) E cos co 

— (g — gd ip«««> + (g—gt) (fgt—gfi ) Ecos *° 

= (gfit—f>gd { (g—gd 2 + (/' — f> 0 S I sin w 

— (f—ft) { (g—gt) (f> ft —ff> i) + (fi — f<t) (fgt - - gff) 5«« 10 

— {(g—gd (fgt—gfi) — (i>—ftd (fift—ff't)} E cos co 

= oä, —— AV + O — ^ 0 * + CA — AOM «« - 

— {g—gd (fgt — gff) — (f> —fn) (f>ft —ßd) E cos 10 > 

[CA] — (f—ffi) W sin co + (f—fi) (fgi — gfi) E cos co 

— (Ii — //,) U sin co — (ä — //,) ^gh { — hffi) E cos to 

= (fifi—ffit) {( f—fi)* + (fi — f'tfl sin 10 

— (g—gd \(fi~ -f>d (fgt—gfi) + (f—fi) (gi>t — figd\ sin «* 

— {(h—hd (g'>t figd (f fd (fgt—gfdl E ™s ® 

= (fifi-ffit) {(f—fd' + (g—gd' + (f>—f>d 2 \ sin co 

- { 0 l — fit) (gilt — ^öd — (f — fd (fgt-gfd\ E ™s co; 

ilso: 

[Aff] = (fgt —gfi) I? sin CO — { (f—fi) (hfi — fh , ) — (g—gd (gf't f>gd } E cos co. 

[J!C] = (gh, — hgfi) E 2 sin <o —{(g— gd (fgt — gfi) — (>> — f<d (hfi —ß\)\ E cos ,0 * 

[CA] = (hfi —fhfi) E 2 sin co — {(g—gd (g/‘t-hgd-(f-fi) (fgt-gfi)} E cos co: 
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./. A. G r u n e r t. 


oder: 


[AB]_ 

E 

l*C] 

E 

[CAj 

E 


(/V/i — ///l) E sin «» {(/'—/)) (/'/i — W — 0/— //|) 0/^1 —hfh)] cos ,JJ - 

(<///i — |0/— //i) (///i — ///i) — (A — //,) (///', —/•//,)} ms w. 

(////, — /#//,)— (f—fi) (/■//. — (/f\)} cos o>. 


IV. 


4* -f />*' + 6’* 

(tf - + P + 1P) «to w- + {(/V/, —fffd 2 + (fffii—fiffif + P/i 
|///i— ’fffi)" "I“ Cv i'fh) 4" (/'/i fh\)\ E Sin M 

+ l/>t —fffif + 0///, — /f.?i) 2 + (/'/i —ßiY'l K~ ms «>% 


/“//,)' | E~ ros u)" 


also: 


+ /» ,a + P = {(///, — ///*>)' + G///1 — /'<7i)'* + O/i — Oi) 2 f E ' 


V. 


/I cos io + s?« co = (// //1 — /;//,) E , 

IJ cos co + sin co = (///*, —- f/i t ) 

C cos co -j- sin co = (fff\ — ///V) E. 


VI. 


also: 


oder: 


^ _ , fViC)+9lCA]+hlAB] . . 

(y ./l —(— (J U “j— ft ( ) COS tO "p ~ ~ Slfi 0) 


E 


= l/'GOi — /'//l) + //O/i —fh l) + /' (/V/1 — < 7 /'i) 1 & 

yJ]J\ -j - (f — |— fl\ ( ) COS tO -|--- ~ Stil 0) 

= 1/i OOi hl) + !h O/i —ß i) + i'i (fff 1 - ff fl )\ E: 


rsi , , f[BC) + g[CA]+h[AB] . _ n 

yfÄ i - (j l* ~ f" ft ts) COS tO -|- -— Stil U) - U. 

r/* i . /> , / /n i fiPW+g^CAi+h^AB] . A 

(/j/l + (f x b + /), C) cos to -|--- 47// tu = 0: 


Al + HÜ + // C = /*, vl + //,/? + A t c 


n**C}+9[CA}+h[AB\ 

E 


laut) to = 


fi\PC\+ &i [CAl+h^AB] 
E 


laug to. 
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VII. 

fA + gB -f- h C = /*, A + giß + h t C 
= — S Cfgi—fffd* + (ghi-hsi)* + (Afi — fA,)* Sin io. 


VIII. 

f\BC] + g [CA] + h [AB] =/*, [/>'//] + //, [671] + h t [AB] 
= {(ffft - 00 + GO. - /|«7,)’ + (Af. - fA,)*I ß ™ co. 


IX. 


L-1/>T + [BCJ + [CY1] 2 = | (fg, — gff + (gh, — hg,) 1 + (///*, -fh t f } E*. 

X. 

(' r i) 04r + #9 + O) 

= lO/i — nf) + Oy/i + f 7 + O’/'i — >'ih) h 7 ;«/« w 

+ K'/i — '-i/'J (//Ai — /cc/i) + ('7/i — >///) (Af, — /*/',) + (>•/>, — r,/i) (/'//, — c/f) } E cos co 
= {r (f, 16 + fft V + //, FF) — r, (fU + g V + A W) } siu co _ 

= — (>• — r,) { ( fg, — gf,y + 0/A, — ////,) 2 + (ä/'j — fA,)* | «« co. 

also : 

-'/• + Bi) + 6’j = —{(fg i —gf i y + 0/A, — A*/,)' + (Af, — fA,)*} Ai« co. 


XI. 


Ir + Z /9 + Q = 


4- + ß 3 + c- 
ß 3- 


S'M 



0iß co. 


XII. 


(r-r,) ji[ßC] + fr[C;l]+s[4g] } 
ß 

= !07*1 — r ,f) 0/A 1 — /'c/0 + Ov/i — '•,//) (///■, — fA,) + (/•/', — c,A) (f//i —//fl)} E siu co 

— i 0/, — #, if) U + (' - c/i — ? 'i//) f 7 + 0*A, — r, A) JF[ cos co 
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= — { r (f\U + «/, V + /<, JF) — r, (ff/ + </F+ // IF)} cos w 

= 10- — »',) {(/>. — ///*t >' + Ü//'| — A.fl'i)* + (^/i —ßiY I cos CO, 

also: 

*[/>£] + 1)[CA] + 5 [4/?] = {(/ff,-ff0 + (ßhi—hgi? + (.hfi—fhif} E cos co. 


Vierte Classc. 


i. 

.1 = - | f - ( f cos X 4- fj COS |X - L 4 cos v) COS X } S/W CO — ( g cos v — h cos jjl) cos CO 

/>’ = — { () — (/■ cos X -f- g cos jjl 4 ~ ^ cos v) cos [X } sin co — ( //. cos X — f cos v) cos co 

6’ = — | // — ( f cos X + g cos jx 4~ /* cos v) cos v } sin co — (/' cos (J. — g cos X) cos co 

D = j f 4 - /y- 4 - /r — (/'cos X 4 - 0 cos p. + h cos v) 3 } sin co. 


II. 


A cos X + B cos {x + C cos v = 0. 


III. 

A' + JP C 2 = f~ [f h* — (/" cos X 4- <7 cos (x 4- // cos v)\ 


IV. 

f'A 4 - // /> 4- ä F’ = — j /' 3 + // + // 3 — (f cos X + g cos (x 4~ // cos v) 2 } «’« co. 


V. 

{ AB } = A cos jx— B cos X. 
j = B cos v — C cos (x 
\ CA } = C cos X — A cos v. 

VI. 


{ AB } cos v 4- {cos X 4 - { i cos |x = 0. 
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VII. 

\ AB) = — (/' cos (x — g cos X) sin co -j- { h — (/' cos X -I- g cos fx + h cos v ) cos v } cos co, 

| BC } = — (g cos v — h cos (x) sin w + { f — (fi cos X + g cos [x + k cos v ) cos X } cos co. 

{ CA } = — (h cos X —f cos v ) sin co -f- \ 0 — Cf cos X -f g cos jx -f- h cos v) cos ;x } cos co. 

VIII. 

[AB] 2 + {#£} 2 + {CAY 

— A 2 (cos (x 2 -f- cos v 2 ) -)- fi- (cos X 2 -f- cos v 3 ) + C 2 (cos X 2 COS [X 2 ) 

— 2 AB cos X cos [x.— 2BC cos jx cos v — 2 CA cos v cos X 
= (yl 2 + B 2 + C r ) (cos X 2 + cos (x 2 + cos v 2 ) 

— (yl cos X + H cos [x —(— C cos v) 2 

= yl 2 -f- Z> 2 -j- C 2 — (yl cos X /> cos jx -)- C cos v) 2 , 

also nach 11.: 

{ AB } a -f" |/?£| ä + {Cyl} 3 = yl 3 —f- B 2 -f- C 2 , 

und daher nach HL: 

{yl /> } s + { BC) 2 + {CA } 2 =f 2 + g 2 + h 2 — (f cos X -f ff cos f* + h cos v)\ 

IX. 

f (g cos v — h cos [x) g (h cos X — f cos v) -j- h (f cos fx — g cos X) = 0. 


X. 

(f cos jx — g cos X) cos v -)- (g cos v — h cos fx) cos X -(- (h cos X - f cos v) cos fx = 0. 

XI. 

f\BC\ +g\CA\ h\ AB) 

= g 2 -)- h 2 — (fi cos X -f g cos |x -)- h cos v) 2 } cos co. 

XII. 

\AB) cos X — \BC) cos v 

= — | fi cos X cos jx — g (cos X 2 cos v 2 ) -j- h cos v cos |x| sin co 

i h cos X — (fi cos X -fi g cos \l + h cos v ) cos X cos vj 

+ S [ cos co 

I — fi cos v -f- (fi cos X g cos (x -f ft cos v) cos X cos v J 

= (h cos X — fi cos v) cos co + {<? — (fi cos X -f g cos fx -f- h cos v) cos jx} sin co. 
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\BC] cos — {CA) cos X 

= — \f cos X cos v -p g cos jx cos v — h (cos X 3 -j- cos |x')} sin co 

( fi cos jx — (fi cos X -J- g cos (x -)- // cos v) cos |x cos X j 

4- | > cos co 

— g cos X + (/■ cos X + g cos |x + // cos v) cos (i cos X j 

= (fi cos (x — g cos X) cos u> -f {h — (f cos X + g cos jx h cos v) cos v | sin co, 

{ CA } cos v — {A B } cos jx 

= — { — f (cos jx s -f- cos v 3 ) g cos \x cos X // cos v cos X} sin co 

g cos v — (/' cos X 4~ g cos (x + // cos v) cos v cos jx J 

> cos co 

— // cos jx -f- (fi cos X -|- g cos [i -f- h cos v) cos v cos [x l 

= (</ cos v — // cos |x) cos 10 -f- {/’ — (fi cos X + g cos jx + /i cos v) cos X} s/H «o: 

also, wenn man die drei gefundenen Formeln zusammenstellt: 

{AB} cos X — {BC\ cos v 

= (h cos X — fi cos v) cos co -|- \g — (fi cos X + g cos [x 4- /* cos v) cos |x} sin co , 

{/>’£} COS|X— {C/l} cos X 

= (/' cos jx — g cos X) cos co + \h — (fi cos X -f g cos \j. + h cos v) cos v j sin co 

{ C4 } cos v — | A B j cos jx 

= (<y cos v — // cos jx) cos co 4" ! fi — (fi cos X 4~ H cos jx -j - h cos v) cos X} sin co. 
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